Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commcrcial parties, including placing technical restrictions on automatcd qucrying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send aulomated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct andhclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http : //books . google . com/| 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch fiir Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .corül durchsuchen. 



I 




1 



imbfiHATICSb 

303 



/ 



\ 






i 






ANWENDUNGEN 

DER 

INFINITESIMALEECHNUNG 

IN DEN 

NATURWISSENSCHAFTEN 

IM 

HOCHBAU UND IN DER TECHNIK. 



LEHRBUCH UND AUFGABENSAMMLUNG. 



IN SECHS THEILEN, 
VON DENEN JEDER EIN SELBSTSTÄNDIGES GANZES BILDET. 

VERFASST VON 

De. ARWED FUHRMANN, 

OBDENTL. PROFESSOR AN DER KÖNI^L. TECHNISCHEN HOCHSCHULE 

ZU DRESDEN. 



i 



THEIL I: 

NATURWISSENSCHAFTLICHE ANWENDUNGEN 

DER 

DIFFEEENTIALRECHNUNe. 



-^^-^ • ^■ 



BERLIN. 

VERLAG VON ERNST & KORN. 

(WILHELM ERNST.) 
1888. 



i 




I3 /?/ '^V 



i> 



U ' 



1 

i 



f 



NATÜKWISSENSCH 




y ANWENDUNGEN 



DER 



DIFFERENTIALRECHNUNG. 



• •• ' ^ ■ 



LEHRBUCH UND AUFGABENSAMMLUNG. 

VERFASST VON 

De. ARWED FUHRMANN, { 

OBDENTL. PROFESSOR AM DER KÖNIOL. TECHNISCHEN HOCHSCHULE 

ZU DRESDEN. 



MIT 28 HOLZSCHNITTEN. 



^»♦♦«^ 



BERLIN. 

VERLAG VON ERNST & KORN 

(WILHELM ERNST.) 
1888. 



/ 






r'T 



j 






y 



n 



\^ 



Vorrede. 



W^er Studirenden der Naturwissenschaften, des Hoch- 
baues oder der Technik Differential- und Integralrechnung 
vorzutragen hat, macht immer von Neuem die Erfahrung, 
dass dem Lehrfache dann das grösste Interesse gezeigt wird, 
wenn mit den Vorlesungen Uebungen verbunden sind, in 
denen die fachwissenschaftlichen Anwendungen 
so viel wie möglich Berücksichtigung finden. 

Mit erfreulichem Eifer behandeln die bezeichneten Stu- 
direnden Aufgaben, die den Gebieten direct angehören, 
welche dereinst das Berufsfeld bilden sollen ; mit Gleich- 
gültigkeit, oft sogar mit Unlust, lösen die meisten derartigen 
Studenten Probleme , welche entweder keine unmittelbare 
Beziehung zu den Fachstudien haben, oder wenigstens eine 
solche Beziehung nicht erkennen lassen. 

Soll man, angesichts dieser Thatsache, dem Studirenden 
Das verweigern, wonach er am meisten verlangt? Ich 
verneine diese Frage ganz entschieden. Denn wer mit Er- 
folg lehren will, muss dem Lernenden Lust zur Sache, 
Freude an der Arbeit wecken und erhalten! Auch muss 
er ihn bald anleiten und fähig machen, das Gelernte auf 
seinem künftigen Berufsgebiete zur Anwendung zu bringen. 

Was man dagegen sagen kann, ist ungenügend! 

Es haben daher schon viele Professoren der Mathematik 
(unter ihnen auch die, welche an der Technischen Hoch- 
schule zu Dresden wirken) Uebungen eingerichtet, die neben 
den Vorlesungen über Infinitesimalrechnung herlaufen oder 
letzteren bald folgen und in denen der Student mit Auf- 
gaben beschäftigt wird, die, so weit es angeht, direct den 
Fachgebieten entnommen sind. 



406409 



N 



VI V!>rrede. 

Die von Schlömilch, Sohncke- Am stein, Dölp 
und Anderen veröffentlichten — und in ihrer Art ganz 
vorzüglichen — Aufgaben aus der Differential- und Integral- 
rechnung enthalten sehr wenige Anwendungen der oben ge- 
nannten Art. 

Man muss daher, als Lehrer, viele selbst erfinden, oder 
in der betreffenden Literatur aufsuchen. Das ist zeit- 
raubend, besonders weil es sich, aus naheliegenden Gründen, 
darum handelt, mit Vorsicht auszuwählen. 

Und wenn Studirende — oder junge Männer , welche 
bereits der Praxis angehören — die Bitte aussprechen, 
ihnen eine ihrem Fachgebiete sich anschliessende Samm- 
lung von Aufgaben aus der Lifinitesimalrechnung zu nennen, 
so ist man in der unangenehmen Lage, sagen zu müssen, 
dass es keine giebt. 

Die angeführten Gründe haben in mir, auf der Basis 
vieljähriger Erfahrungen , die Absicht angeregt , drei 
Schriften zu veröffentlichen, durch welche den oben ausge- 
sprochenen Thatsachen Rechnung getragen wird, indem die 
bereits vorhandenen Aufgabensammlungen (von Schlömilch, 
Sohncke- Amstein u. A.) eine Ergänzung und Er- 
weiterung erfahren. Es hat das bei sehr massgebenden 
Sachverständigen volle Zustimmung gefunden. 

Die erste jener drei Schriften, nämlich die, deren erste 
Hälfte ich hiermit veröffentliche, ist für Studirende 
und Ausübende der Naturwissenschaften be- 
stimmt; ihr soll recht bald eine zweite folgen, die den Be- 
dür&issen der Architekten und Bauingenieure 
besondere Rechnung trägt; endlich eine dritte, welche Dasselbe 
für Fabrik- und Maschineningenieure leistet. 
Es sollen diese drei Schriften zu einem in drei Bänden er- 
scheinenden Werke über „Anwendungen der Infini- 
tesimalrechnung in den Naturwissenschaften, 
im Hochbau und in der Technik" vereinigt werden, 
von welchem jedoch die Betreffenden nur einen Band zu 
studiren brauchen. Jeder der beiden Theile eines solchen 
Bandes wird ein selbstständiges Ganzes bilden und 
einzeln verkäuflich sein. 
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Vorrede. VII 

Ich hoffe, den Stoff so gewählt zu haben, dass Jeder 
hinreichend viele Aufgaben finden wird, die seinen Wünschen 
entsprechen. Man wolle in dieser Beziehung das „Inhalts- 
verzeichnisse (Seite IX — XII) und das „Alpha- 
betische Sachenverzeichniss" (Seite 143— 146) beachten. 
Den Bedürfnissen der Anf an ger habe ich besonders 
Rechnung getragen, auch für den vorliegenden ersten Theil 
des Werkes nur Das aus den Naturwissenschaften als be- 
kannt vorausgesetzt, was jeder Studirende in den allge- 
meinen Vorlesungen gehört haben muss, die an den Uni- 
versitäten, Technischen Hochschulen, Berg- 
akademien u. s. w. in Bezug auf Physik und Chemie 
gehalten werden. 

Im Allgemeinen bietet jeder Paragraph eine 
Aufgabe; ausnahmsweise deren mehrere, nämlich dann, 

wenn er in Abschnitte, die durch A, B, C, bezeichnet 

sind, getheilt ist. 

Manche Lösungen sind sehr vollständig gegeben, 
andere nur in den Hauptzügen; es ist also ver- 
schiedenartigen Anforderungen hoffentlich genügt. 
Bei einigen Aufgaben wurden die Lösungen ganz wegge- 
lassen ; dies geschah mit Rücksicht auf diejenigen Lehrer, 
welche das Buch benutzen werden ; in manchen Fällen auch 
dann , wenn die Sache so einfach war , dass es des An- 
gehens einer Lösung überhaupt nicht bedurfte. 

Den Begriff ,, Studirende und Ausübende der Natur- 
wissenschaften" habe ich sehr umfangreich genommen. Daher 
kommt es, dass einige Aufgaben, welche dem Fabrikwesen, 
der Volkswirthschaftslehre u. s. w. angehören, schon in dem 
ersten Theile des Werkes sich vorfinden. 

Bezüglich der Differential- und Integralrechnung ist 
ungefähr Das als bekannt angesehen worden, was der erste Band 
von Schlömilch's ,,Compendium der höheren Analysis" 
— Braunschweig, B. Auflage 1881 — enthält. 

Ein Theil der von mir dargebotenen „Anwendungen" 
ist n e u ; das Uebrige gewann ich durch geeignete Benutzung 
derjenigen Arbeiten, welche an den betreffenden Stellen ge- 
nannt sind und in dem „Literaturverzeichnisse 



Vin Vorrede. 

(Seite 147) zusammengestellt wurden. Die neuere Literatur 
hat dabei besondere Beachtung gefunden, was ich auch für 
die folgenden Theile des Werkes festzuhalten gedenke. 

Es sollen die Literaturangaben nicht nur die Quellen 
nennen , aus denen ich schöpfte , sondern auch den Leser 
veranlassen, sich, wenn er Zeit dazu hat, eingehender mit 
dem berührten Gegenstande zu beschäftigen. Das gilt be- 
sonders da, wo ich, um das Selbstschaffen anzuregen, 
nur andeutete, statt auszuführen. 

Ich hoflfe, dass nicht nur die Studirenden, sondern 
auch die Praktiker der Naturwissenschaften 
und aller ihrer Anwendungen — besonders die Techniker 
und die Professoren der Technik — die vorliegende, 
bescheidene Ansprüche erhebende Schrift freundlich auf- 
nehmen werden , weil sie dazu beitragen soll , jene An- 
wendungen zu fördern. Ich hoffe aber auch, manchen Pro- 
fessoren der Mathematik durch das Buch einen 
kleinen Dienst zu leisten, weil es in sehr bequemer Art die 
Möglichkeit bietet , Aufgaben zu stellen , oder auf Unter- 
suchungen zu verweisen, die den Studirenden anziehend sein 
müssen und ihre Kräfte nicht übersteigen. Hierbei recht 
vielseitig zu sein , habe ich mich bemüht. Auch bin 
ich bestrebt gewesen, neben der Infinitesimalrechnung der 
analytischen Geometrie etwas Raum zu gönnen 
und den Anschluss an die P r a x i s durch Zahlenbei- 
spiele, Constructionen u. s. w. zu fördern. 

So gebe ich mich denn der Hoffnung hin, dass die Schrift, 
ungeachtet ihrer Mängel, bei sachgemässer Beurtheilung 
dieselbe wohlwollende Aufnahme finden werde, welche meine 
„Aufgaben aus der analytischen Mechanik" 
(Leipzig, Teubner, 2. Aufl. 1879 und 1882) gefunden haben 
und dass sie nicht allein für den Gebrauch an Lehran- 
stalten, sondern auch für das Selbststudium Nutzen 
zu schaffen im Stande sei. 

Dresden, am 1. August 1888. 

A. Fuhrmann. 
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Capitel I. 

DIFFERENZEN UND DIFFERENTIALE. 

EINFACHE UND MEHRFACHE 
DIFFERENTIATION. 



§ 1. Vorbemerkungen zu den §§ 2 bis 11. 

Wenn man aus irgend welchen Grössen, denen unvermeid- 
liche Messungsfehler anhaften, eine andere Grösse berechnet, 
z. B. aus den Seiten eines Rechtecks den Flächeninhalt, so erhält 
man jene Grösse im Allgemeinen auch fehlerhaft. 

Will man nun die Grenzen, zwischen denen der Fehler der 
berechneten Gröisse liegen muss, genau erfahren, so darf man 
jene unvermeidlichen Fehler , so klein sie auch sein mögen , nicht 
als Differentiale auffassen (weil denselben die Eigenschaft 
fehlt, gegen Null zu convergiren) , muss sie vielmehr als Diffe- 
renzen behandeln. Will man aber nicht die absolut ge- 
nauen, sondern die näherungsweise richtigen Beträge 
jener Fehlergrenzen (des Ergebnisses) wissen, so dürfen die unver- 
meidlichen Messungsfehler als Differentiale angesehen werden und 
zwar um so eher, je kleiner sie sind. Dieser Fall liegt bei Fehler- 
berechnungen, welche in den Naturwissenschaften und bei 
deren Anwendungen, z. B. in der Technik, auftreten, fast 
stets vor, es findet mithin hierbei die Differentialrechnung eine um- 
fangreiche Benutzung. 

Vorstehende Bemerkungen mögen für die §§ 2 bis 11 , in 
denen es sich im Wesentlichen um Fehlerberechnungen handelt, 
gehörige Beachtung finden. 

§ 2. Die Fehler bei der Aasmessung eines Parallelepipeds. 

Man hat die Kantenlängen Xy y, eines geraden rechtwink- 
ligen Parallelepipeds (z. B. eines Gefasses, welches genau die'se 

Fuhrmann, Anw^endnngen d. Infinitesimalrechnnng. Th. I. 1 



2 Differenzen und Differentiale. Einfache und mehrfache Differentiation. 

Form besitzt) mit den sehr kleinen unvermeidlichen Fehlern J x, 
/t y^ /t z gemessen und soll berechnen : 

I. wie gross der Fehler JV des Volumens 

V=xy0 
ist, den jene Messungsfehler erzeugen, wenn man dieselben 
a) als endlich kleine Grössen (Differenzen), 
ß) „ unendlich „ „ (Differentiale) 

auffasst. 
Man soll ferner, die letztere Auffassung festhaltend, er- 
mitteln : 

II. unter welchen Umständen (bezüglich der Vorzeichen) z/F 
am grössten ist und unter welchen anderen Umständen es 
zu Null wird (ohne dass die Fehler der Kantenlängen gleich 
Null sind); 

III. wie gross der relative Fehler -^=^ ist, wenn die relativen 

^,, Jx Jy Jz ,. „^ . 1 1 1 , , 
Fehler , , die W erthe — , — , — haben und 

X y z u V w 

wie gross dann, wenn letztere gleich sind; 

IV. welchen Werth -^^^ hat, falls jede der drei Kanten um 

y\ Procent ihrer Länge zu gross gemessen wurde ; 

V. auf welchen Bruch theil genau man die Kante z messen 
muss, falls X auf :ii-r;l-^x, y auf ± 2 i^r 2/ gemessen ist 
und man F auf -Ji y^T ^ erhalten will (auch in den hier- 
für ungünstigsten Fällen). 

Lösung. I. Der bezüglich des Volumens vorliegende Fehler 
hat den streng richtigen WertFi 

' xyJz '\' xz Jy -\- yz Jx 

1) JV= \ + xJyJz-\-yJxJz -\- zJxJy 

. -f- Jx Jy Jz^ 

wobei die Vorzeichen von Jx^ J y und Jz gehörig zu be- 
achten sind. 

Dieses Ergebniss der Rechnung ist durch die Anschauung 
leicht zu bestätigen, wenn man den geometrischen Sinn der drei 
Gliederarten der rechten Seite der Gleichung Nr. 1 gehörig beachtet. 

Werden die Messungsfehler J x^ Jy und J z alsDifferen- 
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t i a 1 e aufgefasst (vergl. § 1)^ so gelangt man zu der nähernngs- 
weise geltenden Formel 

2) JV = xy Jg -\' xz Jy '\- ys Jx, 

Sie ergiebt sich aus dem für die Differentiation des Pro- 
duktes geltenden Satze ^ oder aus der zwischen dem totalen 
Differentiale und den partiellen Differentialen bestehenden Be- 
ziehung 

kann aber auch aus der Gleichung Nr. 1 entnommen werden, in- 
dem man daselbst alle die Glieder, welche Produkte der sehr kleinen 
Grössen J x^ /ty und Jz enthalten, vernachlässigt. 

Was die Formel 2 geometrisch bedeutet , ist sehr leicht 
zu sagen. 

Die VernacliLn-ssigung, deren man sich schuldig macht, 
wenn man an Stelle der streng richtigen Gleichung Nr. 1 die 
Näherungsformel 2 benutzt, hat den Werth: 

4) v = xJyJz-\- y /lxJz-\- zJxJy-^- JxJyJz. 
Dies beträgt so wenig, dass es fast immer unbeachet bleiben darf. 

II. Der Fehler JV ist, laut Nr. 2, am grössten, wenn J x^ 
J y und /dz gleiche Vorzeichen haben (die Kanten mithin 
sämmtlich zu lang, oder sämmtlich zu kurz gemessen sind). 

Er wird zu Null, wenn die Gleichung 

X y z 

besteht, also wenn die algebraische Summe der relativen Fehler der 
Kantenlängen gleich Null ist. 

III. Haben die letztgenannten Fehler die Werthe — , — , — , 
so hat man: 

6) ^ = l + i + l. 

^ V u V w 

Es ist also der relative Fehler der Volumenbe- 
stimmung gleich der algebraischen Summe der 
relativen Fehler der Kantenlängen. 

Wurden alle drei Kanten mit dem relativen Fehler — gemessen, 

P 

so haftet dem Volumen das Dreifache als Fehler an. 

1* 
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IV. Für den besonderen Fall 
Jx= + Om1Xi ^y = + 0,001^, ^ ;Sf = + 0,001 ;2? 
gilt, streng richtig, 

7) -yr- = + 0,003003003. 

Hingegen liefert die, im Vorhergehenden immer benutzte, Näherungs- 
formel Nr. 2 den Werth 

8) -y- = + 0,003. 

Die Vernachlässigung hat also den sehr geringen Betrag von (ab- 
gerundet) 3 Milliontel F. 

•V. Will man ^F = i y^u^F haben und weiss, dass die 
Fehler Jx und Jy die Werthe zb^lg^a;, bezüglich zt^i^^y, be- 
sitzen , so muss man die Kante ^ bis auf de. y ^^-^ ihrer Länge 
genau messen. 

§ 3. Ausmessung von Körpern nnd Flächen im Allgemeinen. 

Nachdem im vorigen Paragraphen derjenige Fehler, welcher 
bei der Ausmessung eines Parallelepipeds entsteht, ausführlich be- 
sprochen worden ist, erwäge man, ob und wie sich das dort Be- 
handelte auf die Ausmessung anderer Körper, z. B. des C y - 
linders, Kegels, abgestumpften Kegels u. s. w. über- 
tragen lässt. Auch ziehe man daraus Schlüsse für die Ausmessung 
der Körper überhaupt. 

Man erwäge ferner, wie sich Dasjenige, was für die Fehler 
beim Ausmessen von Körpern gilt, auf das Ausmessen von ebenen 
oder krummen Flächen übertragen lässt. Als Beispiele be- 
nutze man etwa die Ausmessung der Rechteckfläche und die 
der Gesammtoberfläche eines Kegels. 

§ 4. Ausdehnung und Zusammenziehung. 

Aus naheliegenden Gründen gilt Das, was in den vorher- 
gehenden Paragraphen bezüglich der Ausmessung von Körpern 
und Flächen behandelt oder angedeutet wurde, im Wesentlichen 
auch für die regelmässigen Ausdehnungen und Zusammen- 
zieliungen, welche Körper oder Flächen in Folge irgend einer 
Ursache, z. B. durch Temperaturveränderungen, erleiden. 
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Unter dem linearen Ausdehnungscoef ficienten , 
a, eines festen Körpers versteht man bekanntlich die Verlängerung, 
welche die Längeneinheit desselben durch einen Grad Temperatur- 
zunahme erfährt ; unter dem cubischen Ausdehnungs- 
coefficienten hingegen diejenige Volumenzunahme, welche der 
Würfel mit der Kantenlänge 1 in dem nämlichen Falle erleidet. 
Man berechne die zwischen diesen beiden CoefHcicnten bestehende 
Beziehung unter der Voraussetzung, dass alle diejenigen Glieder 
vernachlässigt werden dürfen, welche Potenzen von a, höher als 
die erste, als Factoren enthalten ; oder — was auf Dasselbe hinaus- 
kommt — man führe die Rechnung, indem man die Veränderungen 
der Längen und der Volumina wie Differentiale behandelt. 

Lösung. Sehr leicht ergiebt sich : die Strecke 1 hat, nach- 
dem die Temperatur um t Grad gestiegen ist, die Länge 

der Würfel 1 hingegen besitzt dann das Volumen 

l + 3at] 
es ist mithin der cubische Ausdehnungscoeff icien t 
das Dreifache des linearen. (Vergl. § 2, III.) 
Hierbei ist nur die Summe 

vernachlässigt und diese beträgt, weil bekanntlich für fast alle festen 
Körper a <^ 0,00003 

ist, so wenig, dass sie für die Praxis meist nicht in Betracht 
kommt. (Man vergleiche § 18.) 

§ 5. Die Fehler bei der Dichtigkeitsbestimmung eines Körpers 
darch Abwägen in der Lnft und im Wasser. 

Die Dichtigkeit, s, eines festen (im Wasser untersinkenden) 
Körpers hängt bekanntlich von seinem Gewichte in der Luft, 
welches p heisseu möge, und von seinem Gewichte im Wasser, 
welches wir p^ nennen wollen, ab nach der Gleichung 

1) ^ = -^, 

P — Pi 

wobei von Correctionen abgesehen ist, welche den Gewichtsverlust 
in der Luft u. s. w. betreffen. (Näheres : Kohl rausch, Leit- 
faden der praktischen Physik; 5. Aufl., v. J. 1884, S. 7.) 



6 Differenzen und Differentiale. Einfache und mehrfache Differentiation. 

Man hat die Gewichte p und p^ durch sehr sorgfaltige 
Wägungen bestimmt und dabei sehr kleine (unvermeidliche) Fehler 
gemacht, nämlich p mn J p und p^ um J p^ falsch ermittelt. 

Es soll — unter der Voraussetzung, dass die Fehler J p und 
Jp^ wie Differentiale behandelt werden dürfen — berechnet 
werden : 

I. die Grösse desjenigen Fehlers im Resultate Sj welcher nur 

von dem Fehler der Wägung in der Luft herrührt; 
II. die desjenigen, welcher allein durch den Fehler der Wägung 
im Wasser veranlasst ist; 

III. die des Gesammtfehlers in der Bestimmung von s, 
also desjenigen Fehlers, den Jp und d p^ gemeinschaft- 
lich erzeugen ; 

IV. die Grösse der unter I bis UI genannten Fehler für den 
besonderen Fall, dass der Körper in der Luft 120,5 
Gramm, im Wasser 110,9 Granmi wog, für derartige Be- 
lastungen aber der Wägungsfehler gleich ±3 Milligramm, 
bezüglich ± 4 Milligramm (bei der betreffenden Wage) gesetzt 
werden darf. 

Lösung. I. Für den Fehler ^pS, also für denjenigen, 
welcher nur vom Wägen in der Luft herrührt, folgt aus der 
Gleichung Nr. 1 mittelst partieller Differentiation : 

2) z/ps = -— ^^,^2?. 

Das heisst : wenn bei der Wägung in der Luft das Gewicht p um 
Jp zu gross bestimmt worden ist, so findet man demzufolge die 

19 

Dichtigkeit um — — J p zu klein. 

II. Ebenso folgt aus der Gleichung 1 : 

3) z/p,s = + ^ .t ^Pi^ 

III. Der Gesammtfehler, welcher dem s anhaftet, hat den Werth 

4) ^,= -^4^1,-^1/^. 

ip-p^y 

Es ergiebt sich das entweder aus den Gleichungen 2 und 3 mittelst 

des Satzes 

eZs = c)p5 + c)p^s, 
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oder auch unmittelbar aus Nr. 1 durch Benutzung der bekannten 

Formel -V udv — vdu 

d-= 5 

Den grössten Werth hat // s (laut Gl. 4) dann, wenn ent- 
weder p zu klein und p^ zu gross, oder p^ zu klein und p zu 
gross gemessen wurde. Im ersten Falle ist /Jp negativ und ^Jpi 
positiv, mithin 

(.P — PiY 
im zweiten Falle ist /l p^ negativ und J p positiv, daher 

j^^ P^Pi+Pi^P 

(j^—PiY 
Man hat also allgemein für den grössten Werth des Fehlers von s : 

5) Jc = ± P^Pi+Pi^P 

{p—PiY 

IV. Für den in der Aufgabe genannten besonderen Fall 
ergiebt sich aus der Gl. Nr. 2 : 

6) ^pS = T 0,0036, 

wobei (wie auch im Folgenden) auf 4 Decimalstellen abgerundet ist. 
Ferner, aus Nr. 3, 

7) ^p,S = ± 0,0052. 
Endlich, aus 5, oder auch aus 6 und 7, 

8) z/ s = =t 0,0088. 

Das also ist die Unsicherheit, welche (im ungünstigsten Falle) dem 

Dichtigkeitswerthe 

S = 12,5521 
anhaftet. 

§ 6. Gewicht der Volumeneinheit, abgeleitet ans dem Gesammt- 

gewichte nnd dem Volnmen. 

Wurde das Gewicht, P, eines Körpers mit dem sehr kleinen 
Fehler z/P, das Volumen, F, mit der ebenfalls sehr kleinen Un- 
genauigkeit ^ F gemessen, so haftet dem Gewichte y der Volumen- 
einheit eine Unsicherheit J y an. Dieselbe lässt sich ganz so her- 
leiten, wie die Grösse z/s im vorigen Paragraphen hergeleitet wurde. 

Man führe diese Untersuchung durch, etwa mit besonderer Be- 
handlung des Falles, dass 



\ 
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jp==—p, jr=—r, 

m n 

z. B. 

^p=±o,oooiP, jr=±Ofi02V. 



§ 7« Die Unsicherheit des mittleren specifischen Gewichtes 

eines Gemenges. 

Bezeiclmen P und p die absoluten Gewichte, S und s die 
specifischen, V und v die Volumina zweier Körper, so hat man 
(Mohr, mechanische Theorie der chemischen Affinität ; 1868 ; 
S. 128 u. 129) 

und für das mittlere specifische Gewicht, er, des Gemenges : 



1) a = 



^+^' 



S 

oder 

^^ ''- Ps + Sp ' 

Man untersuche die dem a anhaftenden Unsicherheiten (ent- 
sprechend dem § 5) unter der Annahme, dass die Grössen P, p, 
S, s mit den Fehlern z/P, z/p, J S, /l s bestimmt sind und letz- 
tere wie Differentiale behandelt werden dürfen. 



§ 8. Fehler bei der Bestimmung der specifischen Wärme 
des Quecksilbers und in ähnlichen Fällen. 

Bei einer naturwissenschaftlichen Untersuchung sei eine zu er- 
mittelnde Grösse, x, von vier zu beobachtenden Grössen m, m^, 
T, Tj (z. B. von den Gewichten zweier Substanzen und von zwei 
Temperaturunterschieden) abhängig nach der Gleichung 

1) x = 

Diese vier Grössen mögen mit den Beobachtungsfehlern J m, z/m^, 
J Tj z/Tj behaftet sein, von denen man annimmt, dass sie als 
Differentiale angesehen werden dürfen. 
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I. Es soll berechnet werden, wie gross die Fehler {Jrn^j J^^ x, 
/l^x, J-i x) sind, welche in den Werth von x sich ein- 
schleichen, falls jene vier Beobachtungsfehler einzeln (der 
Reihe nach) auftreten. 

II. Man soll augeben, um wie viel x fehlerhaft wird, wenn alle 
vier Beobachtungsfehler gleichzeitig einwirken ; des- 
gleichen : unter welchen Umständen die gemeinschaftliche Ein- 
wirkung dieser vier Fehler ohne Einfluss auf das Er- 
gebniss x ist. 

III. Es sollen die unter I. gefundenen Resultate auf denjenigen 
besonderen Fall angewendet werden , welchen Fetter- 
s o n bei der Bestimmung der speci fischen Wärme des 
Quecksilbers (zwischen 0® und 5®) behandelt hat*, 
nämlich auf den, dass 

m = 158,910 Gramm, 

^1 =4467,517 „ y 

X = 4,315 Grad, 

^i = 4,58 „ , 
femer der 

Beobachtungsfehler bei m und m^ == 1 Gramm, 

?? T „ Tj = 0,01 Grad, 
(wobei m und m^ die Wasser- und (^uecksilbermengen, welche 
bei den Versuchen angewendet wurden, r und t^ die Tem- 
peraturveränderungen, die sie erlitten haben). Man verlangt 
für diesen besonderen Fall die einzelnen Fehler zunächst in 
Zehntausendteln des Xy dann aber auch als absolute Zahlen. 

Lösung. I. Sehr leicht ergiebt sich 

m 



2) 



J^x =H z/r, 

T 

^1 



Journal für praktische Chemie, Bd. 132, S. 135-144. 
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II. Wirken alle vier Beobachtungsfeliler , so erzeugen sie die 
Abweichung 

Dieselbe wird zu Null, wenn gleichzeitig 

J m m 



und 



z/t 



m. 



wenn also die Beobachtungsfeliler der m sich verhalten, wie die m 
und gleichzeitig die der T, wie die r. 

III. Für den besonderen Fall ist 

1 



4) 



JmOC = + 



159 



x=-\- 0,0063 X, 



J x = — TT^H a? = — 0,0002 X, 



4468 



J^x = + 



432 



a? = + 0,0023 a?, 



oder 



5) 



JjtOD ^= — -j^ o; = — 0,0022 Xf 



' ^mX = + 0,0002, 
^mi :z? = — 0,000007, 
J^X =^ + 0,000077, 
Jr,X = — 0,000073, 



weil 



X = 0,033266. 
Laut Nr. 4 und 5 sind die Fehler z/^ x und J^^ x nahezu gleich ; 
da sie entgegengesetzte Vorzeichen haben, so erkennt man, dass 
die mangelhafte Messung der Temperaturunterschiede t 
und T^ fast gar keinen Ein fluss auf die Richtigkeit des 
X hat. 

Am schädlichsten ist, wie Werthe unter Nr. 4 und 5 
zeigen, die fehlerhafte Bestimmung des m. Man muss also, wenn 
dies herabgedrückt werden soll, das Gewicht des Wassers genauer 
als bis auf ein Gramm ermitteln. (Näheres : Petterson, am 
oben gen. Orte, S. 135 — 144). 



i 
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§ 9. Genauigkeit von Messungen mit der Tangentenbussole; 
zweckmässigste Grösse des Ablenkungswinkels der Magnetnadel. 

Für die mit der Tangentenbussole erfolgende Messung 
galvanischer Stromstärken gilt, wie die Physik lehrt, die 
Gleichung 

1) J=AtAnq), 

in welcher J die Stärke des Stromes bedeutet, qp den Ablenkungs- 
winkel der Nadel und Ä eine für dasselbe Instrument und den- 
selben Ort constante Grösse. 

Ist der Winkel qp mit dem (sehr kleinen) Fehler z/qp beob- 
achtet worden, so erzeugt letzterer bezüglich der Stromstärke J 
einen Fehler z/ J. Man soll diesen berechnen , ausgedrückt als 
Bruchtheil von Jj indem man die z/ wie Differentiale 
behandelt. 

Das Ergebniss soll benutzt werden , um zu entscheiden , für 
welche Werthe des Winkels qp die Genauigkeit derMessung 
(von J) am grössten ist und für welche anderen am klein- 
sten (bei demselben Betrage des Ablesungsfehlers ^qp). 

Endlich soll man auch den streng richtigen Werth des 
Fehlers z/ J berechnen , indem man die z/ als Differenzen , nicht 
wie Differentiale, behandelt. 

Lösung. Durch Differentiation der Gleichung Nr. 1 er- 
giebt sich 

2) JJ = %^J. 

sm2qp 
Hiernach sind Ablenkungswinkel von beiläufig 45® für die 
Genauigkeit der Stromstärkenmessungen am vortheilhaftesten , hin- 
gegen Ausschläge von nahe 0®, oder nahe 90**, am unzweck- 
mässigsten. 

Streng richtig hat man : 

3) jj^ 2tB.nJ(p j 

(1 — tan qp tan z/ qp) sin 2 qp 
Durch geeignet gewählte Näherungen kann dieser Werth, wie sich 
leicht nachweisen lässt, in den vorstehenden (Nr. 2) übergeführt 
werden. 

Letzterer ist übrigens auch ohne Benutzung der Differential- 
rechnung herleitbar, indem man von der Näherungsformel 
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tan (x4- d) = t8i.nx-\ 5— 

Gebrauch macht, in welcher ö einen sehr kleinen Winkel bedeutet. 
Man sehe hierüber : Kohlrausch^ Leitfaden d. prakt. Physik, 
5. Aufl., V. J. 1884, S. 9. 

§ 10. Einfluss der Beobachtungsfehler 
bei den verschiedenen Arten der Bestimmung der Atomgewichte ; 

vortheilhafteste dieser Arten. 

Zur Ermittelung der relativen Atomgewichte benutzt man die 
im Nachfolgenden genannten drei Methoden : 

I. Methode. Das unbekannte Atomgewicht U eines Ele- 
mentes (z. B. des Bleies) wird aus dem bekannten Atomgewichte 
Ä eines anderen Elementes (z. B. des Sauerstoffs) hergeleitet, indem 
man ermittelt , wie viele Gewichtstheile u des erstgenannten sich 
mit a Gewichtstheilen des letztgenannten verbinden. Man hat näm- 
lich dann die Proportion 

also ist 

1) U=Äv, 

wenn das Verhältniss 

z) — = v 

a 

gesetzt wird. (Beispiel : Umwandlung von Blei in Bleioxyd 

mit Hilfe von Salpetersäure.) 

II. Methode. Man leitet das unbekannte Atomgewicht U 
eines Elementes (z. B. des Natriums) aus dem bekannten Atom- 
gewichte Ä eines anderen Elementes (z. B. des Silbers) her, indem 
man ermittelt, wie viele Theile a des letztgenannten mit u Theilen 
einer Verbindung des erstgenannten und eines anderen Stoffes 
von bekanntem Atomgewichte B (z. B. des Chlors) in Wechsel- 
wirkung treten. Es gilt hierbei die Proportion 

U-^ B : Ä = uiaf 
aus welcher 

3) U=Äv-B 

folgt. (Beispiel : Ausfällung des Chlors einer Chlornatrium- 
lösung mittelst einer S i 1 b e r 1 ö s u n g.) 
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III. Methode. Man verwandelt a Theile einer Verbindung 
(z. B. Chlorbaryum) desjenigen Elementes (Baryum), dessen Atom- 
gewicht U gesucht wird, in eine Verbindung mit anderen Elementen 
(z. B. in schwefelsauren Baryt) und misst, wie viele Theile 6 der 
letzteren Verbindung sich hierbei ergeben. Haben die mit dem be- 
treffenden Elemente zuerst verbunden gewesenen Stoffe das bekannte 
Atomgewicht Ay hingegen die mit ihm nachher verbundenen das 
ebenfalls bekannte Atomgewicht J8, so hat man die Proportion 

A+ UiB-\' U=a:b, 

aus welcher folgt : 

4) U^^^, 

^ 1 — V 

wobei 

5) v=^ 

Dem durch die Versuche ermittelten Verhältnisse v haftet, bei 
jeder der drei Methoden, der kleine unvermeidliche Beobachtungs- 
fehler z/v an. Er erzeugt einen Fehler zlU in der Bestimmung 
des Atomgewichtes C7. 

Man soll — unter der Annahme, dass die z/ wie Differen- 
tiale behandelt werden dürfen — die Grösse des relativen Fehlers 

— y^ für jede der drei Bestimmungsweisen berechnen. Auch soll, mittelst 

der Rechenergebnisse, entschieden werden, welche der drei Methoden 
bezüglich der erreichbaren Genauigkeit (der Bestimmung von U) 
die im Allgemeinen günstigste ist. 

Lösung. Für die erste Methode ergiebt sich 

also ist der Terhältnissmässige Fehler in der Bestimmung von ü 
gleich dem in der Bestimmung von v ; fiir die zweite ist 

JU AJv 



7) 
für die dritte : 

^^ U ~{l — v){Av — B) 

Statt Nr. 7 kann man, mit Rücksicht auf 6, schreiben : 



ü Av — B' 



JÜ_(A — B)Jv 
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wobei der Factor 

10) «= ^^ 



Av — B B 



mithin jedenfalls grösser als 1 ist. 

Aus 7, oder 9 und 10, folgt : Der relative Fehler —jj- ist bei 

der zweiten Methode grösser als bei der ersten. Will man 
ihn so viel wie möglich herabdrücken , so muss man die Stoffe 
derartig wählen , dass das Atomgewicht B , verglichen mit dem 
Atomgewichte Ä, recht klein ist. 

Um ferner die Vergleichung des Ergebnisses Nr. 8 mit dem 
Resultate 6 bequem zu haben, wird man, statt 8, schreiben : 

wobei der Factor 

(A-B)v 



12) ß = 



{l — v)(AV'-'ß) 
ist. Man erkennt sofort, dass der Letztere unendlich gross werden 
kann, mithin auch die dritte Methode im Allgemeinen ungün- 
stiger ist als die erste. 

Um schliesslich die dritte Bestimmungsweise mit der zweiten 
zu vergleichen, kann man, statt Nr. 8, schreiben: 

wobei 

14) y = 



' A(l—v) 
ist, auch die Gleichungen 2 und 5 gehörig zu beachten sind. 

Näheres über das Vorstehende : Ostwald, allgem. Chemie, 
Bd. 1, S. 20—24. 

§ 11. • Fehlerermittelung bei anderen Untersuchungen 
aus dem Gebiete der Chemie. 

Als geeignetes Beispiel hierfür kann die Berechnung dienen, 
welche Ostwald in einer Abhandlung über Affinitäts- 
bestimmungen gegeben hat. Es handelt sich hier um die 
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Ermittelung des Einflusses J ^, den ein kleiner, in der Bestimmung 
der Grösse c vorgekommener Fehler ^c auf die Grösse ^ ausübt, 
welche mit e und einer Constanten Q durch die Gleichung 

1) 1=1(1 + (2 + c)->/i(i + (2 + c)«-"e 

verbunden ist. 

Aus dieser Gleichung folgt (indem man, wie im vorli ergeh en- 
den Paragraphen, die ^ als Differentiale behandelt) für den 
in Bezug auf ^ entstehenden Fehler: 

\ »^j(i + e+«)'-«l 

Näheres: Journal für praktische Chemie, Bd. 132, 
V. J. 1881, S. 487. 

§ 12. „Geschwindigkeit" und „Beschleunigung" 
bei geradlinigen Bewegungen und anderen Vorgängen, 

z. B. Ghemisclien. 

Wenn ein sich gleichförmig bewegender Punkt zur Zu- 
rücklegung des Weges s die Zeit t braucht, so ist bekanntlich 

/) ... '^^ 

seine Geschwindigkeit. 

Wird bei ungleichförmiger Bewegung in der Zeit z/ 1 

der Weg z/ s durchlaufen , so hat man hiernach die mittlere 

oder durchschnittliche Geschwindigkeit während 

dieser Zeit ausgedrückt durch — ^ • 

Die Geschwindigkeit zur Zeit t ist dann derjenige 
Grenzwert h, welchem jene mittlere Geschwindigkeit zustrebt, 
wenn z/t unaufhörlich abnimmt (gegen Null convergirt), mithin 

2) « = 1^™^' 

d. i. : 

3) v = 



' dt ' 

also der erste Differentialquotient des Weges in 
Bezug auf die Zeit. (Liegt z. B. der Fall 

vor, so ist 

die Geschwindigkeit.) 
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Dieser Begriff ,, Geschwindigkeit^^ kann sofort auf alle 
Grössen, welche sich mit der Zeit t stetig ver- 
ändern, übertragen werden. Ist nämlich x irgend eine derartige 
Grösse (z. B. die bei einem chemischen Vorgange sich 
bildende Menge eines Stoffes), so kann man auf sie genau das 
vorher Gesagte wieder anwenden, erhält mithin als Gesetz für 
die Geschwindigkeit v der Erzeugung von xi 

dx 

ganz mit der Gleichung Nr. 3 übereinstimmend. — 

Bei der ungleichförmigen Bewegung ist die Ge- 
schwindigkeit eine Grösse der vorher bezeichneten Art, näm- 
lich mit der Zeit t stetig veränderlich. Sonach wird die Ge- 
schwindigkeit ^ des Wachsens der Geschwindig- 
keit ausgedrückt (laut Nr. 4) durch die Gleichung 

dv 
^) ^' = -dt' 

Diese Grösse p heisst die Beschleunigung der ungleich- 
förmigen Bewegung. 

Aus Nr. 5 und 3 folgt : 

und 

_. dv 

Die Gleichungen 5 , 6 und 7 lassen sich , wie Nr. 3 , leicht in 
Worte fassen. 

Der hier zunächst für die ungleichförmige Bewegung 
gegebene Begriff „Beschleunigung" kann (wie der Begriff „Ge- 
schwindigkeit") auf jede mit der Zeit t stetig veränder- 
liche Grösse x übertragen werden. Die „Beschleunigung", 
mit welcher die Veränderung von x erfolgt, ist (entsprechend 
Nr. 6) gleich dem zweiten Differentialquotienten von x nach t 

So versteht man z. B. unter der Beschleunigung eines 

chemischen Vorganges das Verhältniss der Veränderung 

{dv) der Reactionsgosch windigkeit zu der dazu nöthigen Zeit (df), 

d V 
also den ersten Differentialquotienten -r— , oder, was auf Dasselbe 
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hinauskommt, den zweiten Differentialquotienten -^-^ (wobei Xj wie 

oben, die Menge des gebildeten Stoffes bedeutet). 

Näheres über Beschleunigungen bei chemischen Vorgängen: 
Lutöslawski, das Gesetz der Beschleunigung der Esterbildung ; 
1885 ; S. 5. Ferner über Keactionsgeschwindigkeiten (partielle 
und totale) sowie über das chemische Gleichgewicht; Ostwald, 
allgem. Chemie, Bd. 2, v. J. 1887, S. 596—97, 640—41, 650. 
Endlich über die Beziehung der Geschwindigkeit eines chemischen 
Vorganges zur Affinität: Journal für prakt. Chemie, 
Bd. 135, J. 1883 (Abhandlung von Ostwald), S. 36—36. — 

Das in diesem Paragraphen Behandelte wird für die Lösung 
später folgender Aufgaben oft Anwendung finden. (Man sehe 
§ 13, 14 und andere.) Dabei möge Folgendes als bekannt voraus- 
gesetzt werden: Unter Kraft versteht man die Ursache der Ge- 
schwindigkeitsänderung. Als Krafteinheit dient diejenige Kraft, 
welche der Masseneinheit eine Beschleunigung ertheilt; die der 
Längeneinheit gleich ist. 

Erhält die Masseneinheit eine Beschleunigung von K Längen- 
einheiten durch irgend eine Kraft, so hat man letztere durch die 
Zahl K auszudrücken. 

Wirkt diese Kraft K auf die Masse m , so erzeugt sie , wie 
die Erfahrung lehrt, die Beschleunigung 

8) p = — ' 

Die auf die Masse 1 wirkende Kraft heisst die „beschleu- 
nigende", während die auf die Masse m wirkende die „bewegende" 
genannt wird. 

§ 13. Beispiele für Geschwindigkeiteii und Be^oUeonigmigen 

bei geradlinigen Bewegungen. 

Man weiss, wollen wir voraussetzen, von irgend wo her, dass 
für drei verschiedene geradlinige Bewegungen eines materiellen 
Punktes (von der Masse 1) die zurückgelegten Wege, s, von der 
für sie nöthig gewesenen Zeit, ^, abhängen nach den Gleichungen 

1) 5 = ^|a6^ -(a -6c) (1 — 6-^0 }i 

Fuhrmann, Anwendungen . d. Infinitesimalrechnung. Th. I. 2 
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3) s = —=-^ l (cos gkt + ck sin gM)^ 

in denen die ausser s und t auftretenden Buchstaben constante 
positive Grossen bezeichnen (wobei e die Basis der natürlichen 
Logarithmen ist). 

Es soll für jede dieser Bewegungen die Geschwindigkeit v und 
die Beschleunigung p berechnet werden ; auch soll man die Ergeb- 
nisse der Rechnung sachgemäss verwerthen, insbesondere benutzen^ 
um die in den Gleichungen Nr. 1 bis 3 vorkommenden Con- 
stanten zu deuten. 

L ö s u n g I. Aus Nr. 1 folgt, durch Benutzung der Gleichung 3 
des vorigen Paragraphen, för die erste der drei Bewegungen: 

4) « = ^—^ , 

als Geschwindigkeit zur Zeit t. 
Das giebt: 

5) t?t=o = c; 

die Constante c bedeutet mithin die Anfangsgeschwindigkeit. 
Ferner folgt aus Nr. 4: 

6) t?t=:oo = y; 

es nähert sich also die Bewegung mehr und mehr einer gleich- 
förmigen mit der Geschwindigkeit — • 

Endlich giebt Nr. 4, bei Anwendung des Satzes 5 des vorher- 
gehenden Paragraphen, für die zur Zeit t vorliegende Beschleunigung : 

7) p = {a — hc) er^K 
Hiemach ist anfänglich 

8) 2^ == a — 6c, 

nimmt (bei wachsender Zeit) stets ab, wird aber in der Endlichkeit 
nie zu Null. 

Durch Verbindung zweier der vorstehenden Gleichungen er- 
hält man noch 

9) p = a — hv 

als Beschleunigung für die Geschwindigkeit v. 



j 
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Es tritt hiemach die vorliegende Bewegung dann ein , wenn 
der materielle Punkt sich (mit der Anfangsgeschwindigkeit c) unter 
dem Einflüsse einer (im Sinne von c wirkenden) constanten be- 
schleunigenden Kraft a in einem Mittel bewegt^ welches proportional 
der Geschwindigkeit v derartig widersteht, dass für die Einheit der 
letzteren die Widerstandsintensität gleich b ist 

IL Für die zweite der obigen Bewegungen ergiebt sich 

als die nach Ablauf der Zeit t herrschende Geschwindigkeit. 

Hieraus folgt zunächst, dass der Punkt keine Anfangs- 
geschwindigkeit hat. Ferner folgt : 

11) vt^^ = j-; 

es nähert . sich also die Bewegung asymptotisch einer gleich- 
förmigen mit der Geschwindigkeit — • 

Die Constante k bedeutet mitliin den reciproken Werth der 
nacli unendlich langer Zeit sich einstellenden Geschwindigkeit. 

Für die zur Zeit t herrschende Beschleunigung findet man : 



12) 


-P— (ßgkt_^^-gkt)2 


Das giebt 




13) . 


Pt=o = g, 



lehrt mithin, dass die Constante g die beim Beginne der Bewegung 
vorliegende Beschleunigung bedeutet. 

Ferner liefert die Gleichung Nr. 12 : 

14) l)t=«=0, 
was das durch 11 Gefundene bestätigt. 

Die nach Durchlaufung des Weges s erlangte Beschleunigung 

hat den Werth 

15) ^ = flfe-2gk«*. 

Aus Nr. 15 folgt 

16) Pb=o = 9, 
was mit 13 übereinstimmt, und 

17) 2)s=oo=0, 

entsprechend der Gleichung 14. 

2* 
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Endlich ergiebt sich für die zu^r Geschwindigkeit v gehörende 

Beschleunigung : 

18) p = g{l — k^v^). 

Man erkennt leicht, dass sich in dieser Weise ein fallender 
Körper bewegt, wenn der Mittelwiderstand dem Quadrate der Ge- 
schwindigkeit proportional ist und die Veränderlichkeit der Schwere 
nicht beachtet zu werden braucht. 

Für die Einheit der Geschwindigkeit hat der Widerstand den 
Werth 

19) l>t = 9k*; 

die Constante k ist also gleich 1/ 

III. Bei der dritten der am Anfange dieses Paragraphen 

bezeichneten Bewegungen ist 

1 ck 008 gJd — sin gM 

^ jfe cos gkt + ck m\gkt ' 

oder 

^ 1 ck — tAngkt 

^ k 1 -\- ck tan gkt 

die Geschwindigkeit zur Zeit t 

Aus Nr. 21 folgt zunächst 

22) vt=o = c; 

die Constante c bedeutet also (wie bei I) die Anfangsgeschwindigkeit. 

Ferner lehrt die Gleichung 21, dass 

V = o 
wird zu der Zeit 

23) t = ^arc tan ck . 

Von diesem Augenblicke an sind die Geschwindigkeiten negativ^, 
es erfolgt also eine Kückwärtsbewegung (auf welche hier nicht ein- 
gegangen werden soll). 

Zur Zeit t ist die Beschleunigung 

^^ . V i ^ _.(ckcos gkt — sin gkt\^ 1 

^4) ^--\^ + \cos gkt + ck sin gu) T' 

oder 

^^> ^— {'+( ,*+-ji% ry 

Für den Anfang der Bewegung giebt das : 
26) Pt=o = -{l + c*k^}g. 
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Ferner lehrt die Gleichung 25, dass zu der durch Nr. 23 an- 
gegebenen Zeit (also für «? = o) die Beschleunigung 

27) P^ — g 

ist, womit man die Bedeutung der constanten Grösse g erkennt. 
Zu der Geschwindigkeit v gehört die Beschleunigung 

28) l>=-{l + /«»«»}?, 

oder 

29) pz=: — g — iiv\ 

wobei 

30) iU = SfÄ« 

ist. 

Diese Art Bewegung liegt vor, wenn ein Körper (Punkt von 
der Masse 1) mit der Anfangsgeschwindigkeit c von der Erdober- 
fläche aus senkrecht in die Höhe geworfen wird, die 
Schwere {g) dabei als unveränderlich angesehen werden darf, der 
Luftwiderstand dem Quadrate der Geschwindigkeit derartig propor- 
tional ist, dass er für die Einheit der letzteren die Intensität ft 
hat und man endlich die Bewegung nur bis zur Umkehrstelle des 
Körpers in Betracht zieht. 

Dabei besteht, laut 30, die Beziehung 

womit auch die dritte Gonstante gedeutet ist. 

§ 14. Beispiele fär Oeschwindigkeiten und Beschleunigungen 

bei chemischen Vorgängen. 

Unter Voraussetzungen, auf welche hier nicht eingegangen 
werden soll, über die man jedoch Alles an den im Nachstehenden 
(I und II) bezeichneten Stellen finden kann, gilt Folgendes: 

I. Wenn sich Calciumcarbonat in Salzsäure löst, 
80 ist, nach Boguski*) und van t'Hoff**), die Anzahl y 
der in der Zeit t gebildeten Chlorcalciummoleküle (oder Kohlen- 
säuremoleküle) ausgedrückt durch die Gleichung 

(2ct\ 
l-e— V j. 



*) Berichte der deutschen chemischen Gesellschaft zu Berlin, J. 1876, 
Seite 1646-1652. 

**) Ansichten über die organische Chemie, Th. I (1878), Seite 180. 
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In derselben bezeichnen V und P das Volumen, bezüglich 
die Anfangs in der Flüssigkeit enthaltene Anzahl von Molekülen 
Salzsäure; c ist der „Einwirkungscoefiicient'* *), eine für bekannt 
geltende positive, constante Grösse. 

II. Wirken in der Raumeinheit q Moleküle Chlor auf q 
Moleküle eines substituirbarenEörpers, so bilden sich**) 
in der Zeit t 

^^ ^"~ 1 + cqt 

Moleküle des Reactionsproduktes, wobei c wieder den Einwirkungs- 
coeflficienten bedeutet. 

Für jeden dieser zwei Vorgänge soll man berechnen 

A) die Reactionsgeschwindigkeit v und zwar 

a) zur Zeit tj 

ß) ausgedrückt durch die bereits gebildete Menge des ent- 
stehenden Stoffes; 

B) die Beschleunigung p und zwar 

a) als Function der Zeit t, 

ß) als Function der Menge des Reactionsproduktes, 
y) als Function der Geschwindigkeit v. 
Auch sollen die Ergebnisse der Rechnung gehörig gedeutet werden. 

Lösung. Durch Benutzung der im § 12 entwickelten Glei- 
chungen findet man leicht das Nachstehende : 

Bei dem ersten chemischen Vorgange herrscht zur Zeit t 
die Reactionsgeschwindigkeit 

3) v = -ye V . 

Hiernach nimmt diese Geschwindigkeit zwar immer ab, wird aber 
in endlicher Zeit nie gleich Null. Es ist 

A^ ^P 

4) Vt = o=y, 

5) «;t=oo=0; 
überhaupt hat zu den Zeiten 

^ = 0,1,2,3, 00 

die Reactionsgeschwindigkeit die Werthe 



*) van t'Hoff, Ansichten über die organische Chemie, Th. I (1878), S. 10. 
**) « , . « , , , II (1881), S. 11. 
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_cP cP cP 

Fe V Fe V 
Nachdem sich y Moleküle Ghlorcalcium gebildet haben, herrscht 
die Geschwindigkeit 

6) v = y(.P-2y). 

Sie ist also der Differenz P — 2y proportional. Femer lehrt 
Nr. 6) dass 

„, _cP 

was mit Gleichung 4 übereinstimmt, und dass 

8) t^y=V>P = 0. 

Die Beschleunigung hat zur Zeit t den Werth 

2c«P -11* 

9) P=^--Y2-^ ^5 

mithin nimmt der absolute Betrag stets ab und es ist 

10) i>t = = yi-, 

11) l>t = »=0. 

Haben sich y Moleküle Ghlorcalcium gebildet, so liegt die Be- 
schleunigung 

12) p=-^(P-2y) 

vor; sie ist also proportional dem unterschiede P — 2tfy wie v, 
und dabei 

lö) Py=o — F~ ' 

was mit Nr. 10 übereinstimmt; ferner 

14) ^y = i;^p = 0, 

was der Gleichung 11 entspricht. 

Zu der Geschwindigkeit v gehört die Beschleunigung 

15) P = — y^^'^ 

sie ist mithin der Keactionsgeschwindigkeit proportional und für 

2c 
die Einheit derselben gleich = • 



24 Differenzen und Differentiale. Einfache und mehrfache Differentiation. 
Für den zweiten chemischen Vorgang hat man 

als Reactionsgeschwindigkeit zur Zeit t. 

Demnach liegt auch hier unausgesetzte Abnahme vor und es ist 

17) Vt=o = cq^ 

18) Vt = ao=0. 

Wenn sich x Moleküle des Reactionsprodnktes gebildet haben ^ 
so besitzt die Geschwindigkeit den Werth 
19) v = c(q — xy', 

d. h. : sie ist dem Quadrate der Differenz q — x proportional und 
für die Einheit der letzteren gleich c. Die aus Nr. 19 hervor- 
gehenden Beträge von Vx = o und Vx = q entsprechen den in den 
Gleichungen 17 und 18 enthaltenen von t;t=o und t;t=oo» 

Ferner hat zu der Zeit t die Beschleunigung den Werth 

und es ist sonach 

21) p,^, = ^2c^q^, 

22) jpt=oo = 0. 

Nachdem x Moleküle des Reactionsprodnktes entstanden sind; 
hat man die Beschleunigung 

23) p = — 2c^{q—xy\ 

sie ist also der dritten Potenz des Unterschiedes q — x proportional. 
Dabei ergeben sich, aus Nr. 23, die Werthe jpx=o und 2^xr=q ent- 
sprechend den durch die Gleichungen 21 und 22 genannten. 

Endlich findet man, dass die zu der Reactionsgeschwindigkeit v 
gehörende Beschleunigung den Betrag 

24) p = — 2v yöv 

hat, mithin der dreihalbten Potenz jener Geschwindigkeit propor- 
tional ist. 

§ 15. Grundformeln der freien krummlinigen Bewegung. 

A. 

Ein Punkt (von der Masse 1) möge sich in einer Ebene der- 
artig bewegen, dass er die Kurve jfc (Fig. 1) beschreibt, deren Bogen- 
länge, AP = s, von einer festen Stelle A aus gezählt werden soll. 
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Es möge jener Punkt zu der Zeit t an der allgemeinen Stelle 
P (Coordinaten OP' = Xy F'P = y) angelangt sein und sich 
von da ab so bewegen, dass er in der unendlich kleinen Zeit dt 
das Bogenelement ds mit der 
Geschwindigkeit v durchläuft, 
wobei die Bahntangente unter 
den Winkeln Tx und ty gegen 
die :r-Achse, bezüglich j(- Achse 
geneigt sein soll. 

Man kann dann die vor- 
liegende krummlinige Bewegung 
auf geradlinige Bewegungen 
(also auf § 12) zurückführen 
und zwar in folgender Weise : 

Während der sich bewe- 
gende Punkt das Bahnelement 

d s mit der Geschwindigkeit v durchläuft (also in der Zeit d t) rückt 
er im Sinne der x um die Strecke dx, im Sinne der y um dy vor. 

Es geschieht das mit Geschwindigkeiten, die Vxy be- 
züglich Vyf heissen mögen. Für dieselben hat man (laut Gl. 3 

des § 12) die Werthe 

^v dx 




Vx = 



und 
2) 



v. 



dt 

dy 
dt' 



Die Geschwindigkeit v, mit welcher sich der Punkt 
in seiner krummlinigen Bahn Tc bewegt, ist die Diagonale desjenigen 
Rechtecks, dessen Seiten v^ und Vy sind, mithin 

3) »« = t;,2 4-V, 

also, wegen 1 und 2, 

^' dt ' 

oder, einfacher, 

A\ ds 

Ihre Richtung fallt zusammen mit der der Bahntangente, 
bildet also mit der ic-Achse den Winkel r», welcher durch die 
Gleichung 
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5) 


ax Vx 

cos Tx -T- — 

ds V 


oder auch durch 




6) 


dy Vy 
sm Tx -T^ — 
ds V 



bestimmt ist; mit der ^- Achse bildet die Richtung von v den 
Winkel Ty, bestimmt durch die Gleichung 

7) cos ry = -T^=— , 

^ ds V 

oder durch 

Qv , dx v^ 

ö) sm Ty = T- = — . 

^ ds V 

Die Beschleunigung, ^'x; welche im Sinne dero; 
vorliegt, hat (laut Gl. 5 des § 12) den Werth 

^^ ^^- dt' 

ebenso ist diejenige, welche im Sinne der y herrscht, bestimmt 
durch 



10) i,y = 



dv. 



dt' 
Femer gelten, entsprechend der Gleichung 6 des § 12, die 

Beziehungen 

.^. d*x 

12) P^-Jti' 

und, entsprechend der Gl. 7 jenes Paragraphen, 

dVy, 



^^) ^^ = '^Tx^ 

14) Py = Vy 



dVy 



dy' 

Aus den Beschleunigungen p^^ und Py lassen sich auch die- 
jenigen, p und q, herleiten, welche im Sinne der Tangente, bezüg- 
lich der Normale, vorliegen. Man nennt sie die Tangential- 
und die Centripetalbeschleunigung. Es giebt p^ im 
Sinne der Tangente FT (Fig. 2, S. 27) und der Normale PN 
die Componenten 

15) px cos Tx und px sin Tx ; 



I 
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ebenso liefert pyy nach denselben 
Richtungen^ 

16) py sin r» und py cos r^ . 
Daher hat man 

17) p=^Px cos Tx + Py sin Tx 
und 

18) q = Px sin ^x — Py cos Tx . 
Zufolge vorausgegangener Glei- 
chungen geht Nr. 17 über in 

19) p = ^^ — ^ . 

^ vdt 

Da nun, laut 3, 

20) vdv^=v^dVx-\-Vy dvy 

ist, so hat man für die Tangentialbeschleunigung 

Ebenso giebt die Gleichung 18 mit Benutzung des Yorher- 
erkanntem 



22) 



2 = 



Vy dVx — VxdVx 



vdt 



Es ist aber bekanntlich 

V 
Vx 



, ^y__ VxdVy—VydVj, 



V, 



also 
23) 

Andererseits (siehe 5 und 6) 



V. 



VydVx — Vx dVy = — Vx* . e? ~ . 



24) 



V. 



tan Tx = -^ . 



Daher, wegen 22, 23 und 24, 

Vx^dtanTx Vx*dtanTx 



« = — 



mithin 



d. i., laut Nr. 5, 
25) 



t;x*sec*rxd[rx 
'' ds ' 

(ZTx 



= - t;2 



? = 



ds ' 
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Setzt man als bekannt voraus, dass für den Krümmungs- 
halbmesser, Qy einer (concaven) Linie die Gleichung 

gilt, so hat man für die Normalbcschleuuigung 

27) , = -. 

B. 
Die vorstehenden Gleichungen gelten bei Bewegungen, welche 
in einfach gekrümmten Linien, also in der Ebene, stattfinden. 
Für krummlinige Bewegungen im Räume haben — worauf hier 
nicht näher eingegangen werden soll — die entsprechenden 
Formeln Giltigkeit. Bezüglich der Letzteren sehe man : Fuhr- 
mann, Aufgaben aus der analytischen Mechanik, T. II, S. 48 — 50 
der zweiten Auflage (Leipzig 1882). 

C. 
Das hier unter A und B Gesagte (nebst dem am Schlüsse 
des § 12 Ausgesprochenen) genügt für die nachfolgenden Anwen- 
dungen. Ausführlicheres — und zum Theil auch in der Ableitung 
Strengeres — findet man in den neueren und grösseren Lehrbüchern 
der Mechanik, z. B. in den §§ 3 — 7 der „Analytischen Mechanik^ 
von A. Ritter (Hannover, 1873; 2. Auflage i. J. 1883); oder 
in der „Theoretischen Mechanik" von Weisbach-Herrmann 
auf Seite 128 — 130 der 5. Auflage (Braunschweig, 1875). 



§ 16. Beispiele für krummlinige Bewegungen. 

A. 
Ein mit der Masse 1 begabter materieller Punkt bewegt sich 
derartig, dass die Coordinaten seines Ortes (bezogen auf ein recht- 
winkliges System) zu jeder Zeit t die Werthe 

1) x = A{e''^ — e-"^), 

2) y = B(eß''-e-ß') 

haben, in welchen Ausdrücken Ä, JB, a und ß constante Grössen 
sind. Man soll berechnen (auf Grund des § 15) 

I. welche Geschwindigkeiten, Vx und Vy, jener Punkt zur Zeit 
t im Sinne der positiven Coordinaten hat, 



i 
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II. mit welcher Geschwindigkeit, v^ er sich in seiner Bahn 

bewegt, 
III. wie gross die Beschleunigungen, p^ und pyy sind, die in der 
Richtung der Achsen vorliegen. 

Lösung. Die im vorigen Paragraphen abgeleiteten Glei- 
chungen liefern : 

1) t;x = -4a(e«*+e-«*), 

2) Vy = Bß(eß' + e-ß'), 

3) v = }/Ä^a^(e"' + e-<''y + B^ß^(eß'-^e''ß% 

4) p^ = Äa^(e''^ — e'"'% 

5) py = Bß^leß'--e-ß'). 

Statt der beiden letzten Werthe darf man, wegen Nr. 1 und 2, 
schreiben 

6) p^z=:za^X 

und 

7) Py=ß*y- 

Es sind also die Beschleunigungen p^ und ^y den betreffenden 

Coordinaten proportional und haben für die Einheit derselben die 

Werthe a^, bezüglich ß^. 

B. 

Mit der constanten Geschwindigkeit v bewegt sich ein Punkt 
(Masse 1) in einer Kreislinie, deren Centrum in liegt (Fig. 3) 
und deren Halbmesser gleich a ist. 
An der Stelle Ä befindet er sich 
zu der Zeit Null. 

Man soll diejenigen Geschwin- 
digkeiten, Vx und Vyy wie auch die- 
jenigen Beschleunigungen, p^ und 
Pyy berechnen, welche zu der Zeit t 
im horizontalen und im vertikalen 
Sinne vorliegen. 

Man soll femer angeben , zu 
welchen Zeiten jene Geschwindig- 
keiten und Beschleunigungen am 
grössten, am kleinsten und gleich Null sind. 

Endlich soll man die Werthe der Tangential- und der Cen- 
tripetalbeschleunigung nennen. 



+r 
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§ 18. Der Ausdelmniigscoefflcieiit. 

Unter dem mittleren AusdehnungscoefHcienten , jW , eines 
Körpers (zwischen den Temperaturen t und t-\- /i () versteht man 
das Verhältnis» der Volumenveränderung JV zm der Temperatur- 
veränderung /l t y wobei das für die Temperatur Null vorhandene 
Volumen, V^y gleich 1 gesetzt wird. - 

Es ist also 

Unter dem wahren Ausdehnungscoefücienten , a , versteht 
man den Grenzwert h des mittleren , hat also für ersteren die 
Gleichung : 

„. 1 dV 

Die beiden Coefficienten , ^i und a^ sind mithin durch den 
Differenzenquotienten, bezüglich Differentialquo- 
tienten des Volumens in Bezug auf die Temperatur ausgedriickt. 

Es soll der walire Ausdehnungscoefficient berechnet werden 
für den Fall, dass das Volumen V einer Flüssigkeit von der Tem- 
peratur t derselben abhängt nach der Gleichung : 

3) V={l + aJ-\-a,P + a^P)V^, 

in welcher a^ , a^ und a^ constante Grössen (bekannte Coeffi- 
cienten) sind. 

Das Ergebniss soll man auf denjenigen Fall anwenden, in 
welchem das Volumen nur von der ersten Potenz der Temperatur, 
nicht von der zweiten und dritten, abhängig ist. 

Lösung. Man findet sogleich : 

4) a^=ai^-\-2a^t-{-^a^t^\ 
für den angegebenen besonderen Fall: 

5) a = «1 , 

das heisst: ändert sich das Volumen proportional der Temperatur, 
so ist der Ausdehnungscoefficient a constant. 

Anmerkung: Näheres über Ausdehnungscoefficienten von 
Flüssigkeiten sehe man auf Seite 255 — 259 des 1. Bds. der „All- 
gemeinen Chemie" von O s t w a 1 d (Leipzig, 1885). 
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§ 19. Das Potential. 

Für manche Gebiete der Physik, z. B. iiir die Theorie des 
Magnetismus, ist es von Wichtigkeit, die partiellen Differential- 
quotienten des „Potentials'^, nämlich der Function 

in Bezug auf x, y und z zu kennen. 

Dabei sind a, b und c die rechtwinkligen Coordinaten der in 
einem Punkte concentrirt gedachten Ursache jU der Anziehung oder 
Abstossung (z. B. der magnetischen Flüssigkeit) x, y und z die- 
jenigen des Punktes p, auf welchen (i wirkt; q ist der (endliche) 
Abstand von ^i und p, (Näheres etwa an folgenden Orten : 
R. C 1 a u s i u s , die Potentialfunction und das Potential ; 2. Aufl., 
1867, S. 6, 11 und 23. — Duhamel, Lehrbuch der analyti- 
schen Mechanik , deutsch von Schlömilch; 2. Aufl., 1858, 
Bd. 1, S. 186—188. — A. Wüllner, Lehrbuch der Experi- 
mentalphysik; Bd. 4, 3. Aufl., V. J. 1875, S. 119 und 120, 
197-199.) 

Es sollen die sechs partiellen Differentialquotienten 



und 
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berechnet werden, auch soll man die Summe der drei letztgenannten 
ermitteln. 

Lösung. Man findet leicht : 
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Fahrmann, Anwendungen d. Infinitesimalrechnnng. Th. I. 
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g 3(x — a^) — Q^ 

^ = u — ^ T-^ ^ 

2 " /»5 
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§ 20. Vermischtes ans der Physik und Mechanik. 

A. 

. Die Ablenkung, y ^ einer Magnetnadel sei aus- 
gedrückt durch die Gleichung 

in welcher t die Zeit darstellt, also, wie y, veränderlich ist, während 
die übrigen Buchstaben constante Grössen bezeichnen, auf deren 
Bedeutung es hier nicht ankommen soll. (Nälieres : W ü 1 1 n e r , 
Lehrbuch der Experimentalphysik, Bd. 4, S. 929 u. 939 der 3. Aufl.) 

Es möge die Nadelbewegungsgeschwindigkeit u 
(welche z. B. für die Theorie der Galvanometer gebraucht 
wird) als Function der Zeit t hergeleitet werden. 

Lösung. Der § 12 liefert: 

2) u = Ae-^'\^^o,^{t^B)-e^m^{t-B)Y 

B. 
Bei einer geradlinigen Bewegung besteht zwischen 
dem zurückgelegten Wege, s, und der ftir ihn nöthig gewesenen 
Zeit, ty die Beziehung 

3) (3^2 — 2s*)s^ = l. 

Die Geschwindigkeit, v, dieser Bewegung soll berechnet 
werden und zwar ausgedrückt durch s und t. 
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Lösung. Benutzung Desjenigen , was für die D i f f e r e n - 
tiation unentwickelter Functionen Giltigkeit hat, giebt 
sofort : 

C. 

Für die mathematische Darstellung der Wellenbewegung 
einer Punktreihe braucht man die Difierentialquotienten 

der Function 

5) .^=j8in2^({ + ^) + |8in2^(l-^), 

welche die Bewegung der Reihe darstellt. (Wüllner, Experi- 
mentalphysik, Bd. 1, S. 573 der 4. Aufi. vom J. 1882.) 

Es sollen jene Quotienten abgeleitet werden, ausgedrückt durch 
die Veränderliche y und die Constanten tt, ay c und T. 

Lösung. Die Gleichung Nr. 5 giebt : 
^. O^j^ 47r« 

und 

mithin besteht die einfache Bezieliung 

8) ?!l_c«?!l 

I>. 
Wenn irgend ein naturwissenschaftliches Gesetz 
durch eine Gleichung zwischen zwei Veränderlichen dargestellt ist 
(z. B. das Nordens kjöld'sche Löslichkeitsgesetz 
durch eine Gleichung zwischen der gelösten Substanzmenge und 
der Temperatur des Lösungsmittels), so kann durch Benutzung der 
Differentialrechnung immer leicht gefunden werden, um wie viel 
die eine der beiden Variabelen sich ändern muss, wenn die andere 
um irgend einen kleinen Betrag zunimmt oder abnimmt. Für jede 
derartige Veränderungenberechnung gilt im Wesentlichen 
Das, was im § 1 bezüglich der „Fehlerberechnungen" gesagt wurde. 

3* 
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Enthält der mathematische Aasdruck des betreffenden Gesetzes 
mehr als zwei veränderliche Grössen, so kommen die partiellen 
Differentiale in Betracht. 

Einige geeignete Beispiele ftir das Angedeutete sind: 

a) die Berechnung deijenigen Veränderung, welche die ge- 
löste Salzmenge, 8 j nach dem oben genannten 
Nordenskjöld'schen Satze erleidet , wenn die 
Temperatur, t^ des Lösungsmittels um /Jt abnimmt oder 
zunimmt (vergl. § 24, Gl. 1 u. 2) ; 

b) die Ermittelung derjenigen Beleuchtungsabnahme, 
welche eine kleine wagerechte Ebene durch eine punkt- 
förmige Lichtquelle erfährt, sobald der Einfallswinkel, x^ 
des Lichtes sich um /:/ir verkleinert (vergl. § 28, Gl. 1); 

c) die Herleitung der Vergrösserung derjenigen Anzieh- 
ung, welche ein in der Richtung einer Geraden liegender 
Punkt nach dem Newton'schen Gesetze durch 
jene Gerade erleidet, falls der Abstand a des Punktes um 
^ a abnimmt (vergl. : Fuhrmann, Aufgaben aus der 
analyt. Mechanik, Th. I, S. 125 der 2. Aufl.); 

d) die Anwendung des Mariotte-Gay-Lussac' sehen 
Gesetzes zur Berechnung derjenigen Veränderung, 
welche ein Gasvolumen, v, erfahrt, wenn der Druck, 
Py um /Jp wächst und gleichzeitig die Temperatur, t, um 
Jt abnimmt. (Vergl. § 43, Gl. 1). 

Man unterlasse nicht ^ das unter a) bis d) Gefundene auf 
besondere Fälle anzuwenden, indem man für die betreffenden 
Grössen gemeine Zahlen in die hergeleiteten Formeln einführt. 

E. 
Weitere geeignete Beispiele für die Anwendung der Differential- 
quotienten in der Physik kann die Wärmetheorie liefere. 
Über dieselbe sehe man etwa folgende Werke : C 1 a u s i u s , die 
mechanische Wärmetheorie ; 2. Aufl. , 1876 und 1879 ; 3. Aufl. 
des 1. Bandes: 1887. — Ostwald, Lehrbuch der allgemeinen 
Chemie; Band 1 und 2; Leipzig, 1885 und 1887. (Nacli Mass- 
gabe der „Inhaltsverzeichnisse" oder der „Sachregister" beider 
Bände.) — Zeuner, technische Thermodynamik (3. Aufl. der 
Wärmetheorie); 1887. 
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Oapitel IL 

LINIEN UND FLÄCHEN. 



A. 

EINFACH GEKRÜMMTE LINIEN. 

(Curven in der Ebene.) 



a. Einleitendes. 
§ 2L Beziehungen von der Form: y = Cq -^ c^x^ -^ c^x^ 

~y~ C^X ""1" • • • • -j~ CaX m 

Wenn zwischen zwei beobachtbaren (messbaren) Grössen, die 
y und X heissen mögen, ein bestimmter Zusammenhang besteht, 
seine Art aber nicht bekannt ist, so verfahrt man, um zu einem 
mathematischen Ausdrucke desselben zu gelangen, folgendermassen. 

Man geht aus von der Gleichung 

1) y=fix), 

wählt die Function f (x) willkürlich, jedoch derartig, dass sie der 
Natur des betreffenden Falles entspricht und berechnet die in f(x) 
vorkommenden Coefficienten aus den Beobachtungen (Messungen)^ 

Sind n Coefficienten zu bestimmen, so müssen sich für die- 
selben n Gleichungen aufstellen lassen, die von einander unabhängig 
sind und sich nicht widersprechen. 

(Liefern die Beobachtungen mehr als n Gleichungen, welche 
sämmtlich berücksichtigt werden sollen, aber nicht vollkommen über- 
einstimmen , so hat eine Ausgleichung stattzufinden. Dieser 
Fall wird im vorliegenden Paragraphen nicht behandelt werden; 
man sehe über ihn Dasjenige, was die §§ 56 und 71 enthalten.) 

Sehr oft wählt man für die Gleichung Nr. 1 die Form 
2) 2/= Co + Ci ic^ + Ca ^« + C3 ^r^ + + Cn a?" 

Hierzu ist Berechtigung vorhanden , weil Theile stetig ge- 
krümmter Linien irgendwelcher Art (Gl. 1) sich meist mit sehr 
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grosser Annäherung durch Stücke solcher Cnrven ersetzen lassen, 
welche Gleichungen von der Form Nr. 2 haben, also durch Stücke 
von Linien zweiten, dritten, n*®" Grades. 

Eine in der angegebenen Weise abgeleitete Beziehung wird 
oft ein Gesetz genannt , ist aber nur ein mathematisches 
Hilfsmittel, meist kein Naturgesetz; sie ist nur eine 
empirische Formel, der einstweilige Ersatz für das noch 
nicht erkannte wirkliche Gesetz der Erscheinung, welches in 
den meisten Fällen eine ganz andere Form hat. Das Natur- 
gesetz, darf man sagen , lässt sich durch eine Formel aus- 
drücken ; aber die aus Versuchen abgeleitete Formel drückt in 
der Regel noch kein Naturgesetz aus.*) 

Es darf eine solche Formel — oder deren geometrische Dar- 
stellung, also die zugehörige Linie — streng genommen nur 
innerhalb derjenigen Beobachtungen , aus welchen sie abgeleitet 
wurde , benutzt werden , also zu Interpolationen, nicht zu 
Extrapolationen. 

Man darf also aus solchen empirischen Formeln keine 
weitgehenden Schlüsse ziehen; doch ist es in vielen Fällen inter- 
essant, den Lauf, die Tangenten, Normalen u. s. w. derjenigen 
Linie zu untersuchen, durch welche die aufgefundene Beziehung 
geometrisch dargestellt wird. Es soll dies im folgenden Paragraphen 
geschehen. 

Zunächst diene das Nachstehende als Beispiel für die Auf- 
suchung einer Beziehung von der Form Nr. 2 und für deren geo- 
metrische Deutung: 

Bei irgend einer Untersuchung ergaben sich, durch sehr genaue 
und gleich zuverlässige Messungen , die folgenden Werthe der in 
Betracht kommenden veränderlichen Grössen x und y, 

im Mittel y = l,oo , 
n n y= 1,74 , 
» v> «/ = 2,54 , 

>5 w y = 3,40 . 

Man hat genügende Veranlassung vorauszusetzen, dass die 
zwischen den beiden Variabelen bestehende Beziehung die Form 

3) y = Co + Ci^* + C2a?2 + Csiz;» 

habe. 
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^) § 76 möge hier Beachtung finden. 
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Es gelten dann für die Coefficienten Cq , Ci , Cg und Cg die 
Grieichungen 

IjOO = Co , 

l,74 = Co + Ci+c,+C3, 
2,54 = Co4-2ci + 4cj, + 8c3, 
3,40 = Co 4- 3 Ci + 9 Ca + 27 C3 . 

Aus denselben folgen die Werthe 

Co = 1 , Ci = 0,71 , C2 = 0,03 , C3 = . 
Die gesuchte Beziehung lautet mithin : 
4) y = 1 -J- 0,71 iC 4- 0,03 xK 

Fasst man x und y als rechtwinklige Coordinaten auf, so 
bedeutet die Gleichung Nr. 4 eine gemeine Parabel. Die 
Achse derselben ist der positiven Seite der y- Achse gleichgerichtet. 
Der Halbparameter hat den Werth 

p = 16,667 
(wobei auf 3 Decimalen abgerundet ist). Dem Scheitel kommen 
die Coordinaten 

I = 11,833 und rj = — 3,201 
zu. Die iC-Achse wird von der Linie an den Stellen 

Xi== — 1,504 und X2= — 22,163 
geschnitten. ^ 

Man unterlasse nicht, die Curve zu zeichnen (etwa das 
Centimeter als Einheit benutzend) und hebe dabei besonders den- 
jenigen Thieil hervor, welcher den angegebenen Messungen ent- 
spricht, also von x = bis x = 3 reicht. 

Anmerkung. Für die geometrische Darstellung von 
Beziehungen , die wie Nr. 2 lauten , verdient Beachtung : 
Krebs, über die Curven y = ax^'\'})x^-\'CX-\-d und 
y = ax*~{-hx^-\-CX-\-d. Dissertation (mit 26 Figuren). 
Marburg, Koch. (Ohne Jahreszahl.) 

§ 22. Besondere Fälle der im § 21 behandelten Beziehungen. 

Mit Benutzung des Inhaltes des vorigen Paragraphen und auf 
Grund Desjenigen, was die Differentialrechnung bezüglich der Unter- 
suchung des Laufes, der Tangenten u. s. w. ebener Curven 
lehrt, sollen nun die hier unter A. bis D. folgenden Aufgaben 
gelöst werden. 
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Lösung. Für die Geschwindigkeiten findet man leicht 
(mittelst der Gleichungen 1 und 2 des vorigen Paragraphen, nach- 
dem die Coordinaten x und y berechnet sind) 

8) Vx = — V sin — , 

9) t^y = -j- V COS — ; 
für die Beschleunigungen: 

10) i?x = cos — , 

ii\ ^* • ^^ 

11) Jt>y= Sin — • 

Nr. 8 lehrt : Vx ist am grössten, nämlich gleich -^ t; , zu den 

Zeiten 

STta iTta llTva 

^~"2ir' "2^' ~2V' ' 

am kleinsten, nämlich gleich — v, wenn 

Tta bna 97ta 

^~2^' ~2V' ~2V' ' 

gleich Null in den Augenblicken 

^ Tia 27ra 3/ra 

v v V 

Ähnliches (was der Leser selbst angeben wolle) lehren die 
Gleichungen 9, 10 und 11 in Bezug auf Vy, p^ und py. 

Die Tangentialbeschleunigung ist Null. Die Centripetalbeschleu- 

nigung hat den constanten Werth — . 

a 

§ 17. Das Anzlehungsgesetz bei Gentralbewegniigen. 

Wenn bei der Bewegung eines Punktes P um ein festes Centrum 
(Fig: 4) die Anziehung R irgend eine Function der Entfernung 

OP = r ist (R = f(r)), so besteht, 
f/ff.4 I wie die Mechanik lehrt, die Beziehung 

■; -^' X, «=2{(i)+(iy], 

/^ ^^ ^A / ^ in welcher C eine Constante und ( — ) 

den zweiten Differentialquotienten von 



r/ 
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— in Bezug auf die Anomalie bedeutet. (Man sehe hierüber 

etwa : Fuhrmann, Aufgaben aus der analyt. Mechanik, S. 80 
der 2. Aufl. des II. Tlieils.) 

Ist die Art derjenigen Bahn, in welcher P laufen soll, vor- 
geschrieben, so lässt sich ihre Polargleichung angeben, daraus 

1 / 1 \" 

— und ( — ) herleiten, also, auf Grund der Gleichung 1, das 

Anziehungsgesetz ermitteln. 

Man führe dies durch (das^ Bekanntsein der Beziehung Nr. 1 
voraussetzend) 

I. für den Fall, dass die Bahn c eine Gerade sein soll, welche 
die Polarachse V in dem vorgeschriebenen Abstände 
A=:ia unter dem Winkel a schneidet, 
II. für den, dass sie ein um mit beliebigem Halbmesser h 
beschriebener Kreis, 

III. fiir den, dass sie eine Eegelschnittslinie, mit deren 
einem Brennpunkte zusammenfallt; endlicli 

IV. für den Fall, dass die Bahn eine logarithmische Spirale 
von der Gleichung 

2) r = ae^ 
sei. 

Lösung. In dem Falle Nr. I findet man 

3) E=0, 

was leicht durch die Anschauung bestätigt wird ; in dem Falle II 
ergiebt sich 

in dem Falle III: 

5) B = ^, 

wobei p den Halbparameter der Kegelschnittslinie bedeutet. 
Der IV. Fall liefert: 

2 0' 



6) R = 



.3 



Alle vier Gesetze (Nr. 3 bis 6) lassen sich leicht in Worte 
fassen. 
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gezeichnet werden, dass für die Abscissen das Centimeteij für die 
Ordinaten aber das Millimeter als Einheit dient. 

Lösung. Der gesuchte Zus9.mmenhang lautet: 

4) y = x^ — 8a?*. 

Mit der Abscissenachse hat die zugehörige Linie die Punkte 

x = und x = 2 

gemein ; mit der Ordinatenachse nur den Ursprung. 

Durch Differentiation der Gleichung Nr. 4 erfälirt man leicht 
das Nachstehende: Für 

— oo^iC<^0 und 1,47<C^.S<^ 
steigt die Curve; für 

0<a;<l,47 
fällt sie. An der Stelle 

3 

iC==|/3,2 = l,47 

liegt ein unterer Culminationspunkt (Sohlpunkt) ; im 
Coordinatenursprunge ein oberer (Gipfelpunkt). Die Minimal- 
ordinate hat den Werth — 10,42. 

s 

So lange x zwischen — oo und ^0,8 (d. !• 0,93) Hegt, ist 
die Curve c o n c a v nach unten (bei wagerechter Abscissenachse) ; 
für alle zwischen 0,93 und + oo liegenden aj-Werthe hingegen 
c o n V e X. Bei 

X = 0,98 
befindet sich ein Wendepunkt (mit der Ordinate — 6,21). 

Das Aufzeichnen der Ergebnisse innerhalb der Grenzen 

x= — 2 und a? = -|-3, 

nebst dem Einschreiben der gewonnenen Zahlen, möge nicht unter- 
bleiben. 

C. 

Zwei veränderliche Grössen, x und y, hängen in einer zu- 
nächst noch unbekannten Weise von einander ab ; es ist also 

5) y=f(x), 

wobei jedoch die Form der Function f erst ermittelt werden muss. 

Durch geeignet angestellte sorgfaltige Beobachtungen wurde 
gefunden : 
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6) 
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Es soll nun, | durch sachgemässe Umgestaltung der unter Nr. 6 
stehenden Wertlie, also nicht durch Auflösung von Gleichungen, 
I. diejenige Form der Function f(x) gefunden werden, welche 
sämmtlichen 8 Beobachtungen entspricht. Man soll 
II. diese neue Gleichung auffassen als die einer auf rechtwinklige 
Coordinaten bezogenen Linie und für letztere berechnen: 
a) wie sie läuft, insbesondere, ob sie stets die c o n v e x e 

Seite der Abscissenachse zukehrt; , 
ß) ob sich ihre Tangenten auf einfache Weise construiren 

lassen ; 
y) welchen Werth der Krümmungshalbmesser q be- 
sitzt und ob sich für denselben eine bequeme, hinreichend 
brauchbare , Näherungsconstruction angeben lässt , die 
für grosse x von der Wahrheit wenig abweicht. 
Lösung. Man findet leicht: 

7) y = 2x^ 

Die durch diese Gleichung gekennzeichnete Linie steigt 
immer und zwar sehr schnell. Sie kehrt (was der zweite Diffe- 
rentialquotient der Ordinate lehrt) für positive Abscissen stets die 
c o n V e X e , für negative stets die c o n c a v e Seite nach unten und 
hat im Coordinatenanfange einen Wendepunkt. 

Eine höchst einfache Art des Construirens der Tangenten 
ergiebt sich, sobald man bemerkt, dass die 

8) Länge der Subtangente = ^x 
ist. 

Der Krümmungshalbmesser hat den Werth 

^^ ^- 12^ • 

Für grosse x ist näherungsweise (und von der Wahrheit wenig 
abweichend) 
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l + 36a;*=36a;*; 
mithin 

10) e = 18a;6. 

Dies lä89t sich in der Form 

leicht construiren. Jedoch hat das wenig Werth, weil die Con- 
struction ungenau ausfallt (spitzen Schnittes wegen). Man thut 
daher besser, q nach den Gleichungen 10 oder 9 zu berechnen 
und dann auf die Normale, deren Lage durch Nr. 8 bestimmt ist, 
aufzutragen. 

Übrigens wird die Krümmung der Linie bald sehr klein ; schon 
für x = 2 ist, laut Gleichung 10, der Krümmungshalbmesser gleich 
576 Einheiten. 

Auch hier sei, wie bei A und B, das Zeichnen der Curve 
empfolilen (etwa innerhalb der Abscissen x= — 2 und o; = -j- 2) ; 
ebenso das der Tangente und das des Krümmungsradius für einen 
geeigneten Punkt. 



D. 
Zwischen zwei Veränderlichen, x und y, bestehen, was durch 
zuverlässige Messungen gefunden wurde, die durch die Figur 5 dar- 
gestellten Beziehungen ; es ist nämlicli 

y = Oy wenn x = (Punkt P^), 

y^^^^Vti » x=x^ (^ „ -tjj)? 

y = 0, „ X = x^ ( „ Pg); ferner 
y am grössten, wenn x = x^ (Punkt Pj). 

I. Es soll der zwischen 
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© 






"V — 

äC2 



4 






X und y bestehende 
Zusammenhang er- 
mittelt, also die Glei- 
chung der Curve 
Pi Pj Pg gefunden 
werden unter der 
Voraussetzung, dass 



erstere die allgemeine Form 
habe. 
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II. Das Etgebniss soll man auf die besonderen Fälle 

a) x^=ay x^ = 2a, y^=a<, 
ß) Ä'j=3, x^ = hj 2^2 = 2 

anwenden , auch fiir beide angeben , ob die Linie innerhalb 
des Bogens Pj P2 -^3 einen Wendepunkt hat und wo er 
liegt. 

Lösung. Die gesuchte Beziehung lautet : 
13) y = -—-^^ ~\x,x,{2x,-ix,)x-\-{^x\-x\)x^ 

+ (^3 2^:2)^^ [• 

Halbirt der Punkt Pj' die Strecke P1P3, so geht die Gleichung 
Nr. 13 in eine zweiten Grades über, nämlich in die sehr 
einfache : 

y = -^L,^x\x. 

In dem in der Aufgabe genannten besonderen Falle a besteht 
die Beziehung 

x(2a — x) 

y = • 

Die Linie Pj P2P3 ist dann eine gemeine Parabel. Der 
S e h e i t e 1 liegt in Pj , die A c h s e senkrecht nach unten ; der 
Halbparameter hat die Länge \ a. Einen Wendepunkt giebt 
es nicht. 

Für den Fall ß lautet die Beziehung: 

y = jV (15 x-\'2x^ — x^). 

Die Curve P^ Pj P3 ist dann (was der zweite Differential- 
quotient lehrt) convex nach unten , so lange als a? <C f ? concav, 
wenn x^ ^; für x = ^ besitzt sie einen Wendepunkt. Seine 
Ordinate hat den Werth jif • 

Man unterlasse nicht, die Linien Pj P^ P3 für die besonderen 
Fälle a und ß zu zeichnen. 
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b. Anwendiingen in der Chemie, Physik und Mechanik. 

§ 23. Drei chemlsclie Vorgänge. 

A. 

Löst sich Calciumcarbonat in Salzsäure^ so ist, 
unter gewissen Voraussetzungen (man vergleiche § 14), die Anzahl 
der zur Zeit t gebildeten Chlorcalciummoleküle 

/ 2ct\ 

1) y^\P\l-e"^). 

Dabei haben P, V und c die im § 14, unter I, angegebene 
Bedeutung, sind also positive, constante Grössen. 

Man soll , unter Benutzung rechtwinkliger Coordinaten , die 
Gestalt derjenigen Curve ermitteln , durch welche die Gleichung 
Nr. 1 , also der Verlauf des chemischen Processes , geometrisch 
dargestellt wird , nämlich untersuchen , wie sich die Linie verhält 
in Bezug auf \ 

I. Steigung, Fall, Culminationspunkte, 
II. Convexität, Wendepunkte. 

Lösung. Wir sehen die t (mithin die Zeiten) als die Abscissen 
an, die y als die Ordinaten, berechnen die beiden ersten Differential- 
quotienten von y (in Bezug auf t) und erkennen leicht Folgendes : 

Die den Vorgang darstellende Linie beginnt im Coordinaten- 
anfange und steigt unausgesetzt, es giebt also keinen 
Culminationspunkt. Dabei werden die y nicht unendlich 
gross, vielmehr ist 

die Curve hat mithin eine Asymptote, welche in dem Abstände 
\ P der ^- Achse parallel liegt. 

Der Letztgenannten wird stets die concave Seite zu- 
gewendet ; ein Wendepunkt ist sonach nicht vorhanden. 

B. 
Wenn in der Raumeinheit q Moleküle Chlor auf q Moleküle 
eines substituirbaren Körpers einwirken (vergl. § 14), 
so bilden sich 

Moleküle des Reactionsproductes in der Zeit ty wobei c (wie 
unter A) den Einwirkungscoefficienten bedeutet, also eine bekannte, 
positive und constante Grösse ist. 
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Es soll die die Gleichung Nr. 2 geometrisch darstellende^ auf 
rechtwinklige Coordinaten (Abscisse t, Ordinate x) bezogene Linie^ 
so weit sie für den chemischen Vorgang in Betracht kommt, 
I. in Bezug auf Steigen, Fallen, Culminationspunkte, Concavität, 
Convexität und Wendepunkte untersucht werden ; 
II. soll man angeben, zu welchen Linien jene Curve gehört, wie 
sie liegt und wie gross ihre Bestimmungsstücke sind. 
Lösung. Die Gleichung Nr. 2 und die beiden ersten Diffe- 
rentialquotienten von X (nach t) lassen leicht erkennen , dass die 
Linie (wie die unter A aufgefundene) vom Coordinatenanfange aus 
immer steigt und der ^Achse stets die c o n c a v e Seite zuwendet. 
Culminations- oder Wendepunkte sind also nicht vorhanden ; wohl 
aber ist eine Asymptote da. Letztere liegt in dem Abstände q 
der Abscissenachse gleichgerichtet. 

Bei näherer Untersuchung der Gleichung Nr. 2 ergiebt sich, 
dass man mit einer gleichseitigen Hyperbel zu thun liat, 
deren zweite Asymptote in dem Abstände 

cq 
der Ordinatenachse parallel liegt. 

Durch geeignete Verschiebung der Coordinatenachsen erhält 
man leicht die Asymptotengleichung jener Hyperbel und findet, dass 
die Halbachse den Werth 



«=KI 



C 

hat, womit auch die Lage des Scheitels bestimmt ist. 

Es möge das Zeichnen der Linie unter besonderer Hervor- 
hebung des für den betreffenden chemischen Vorgang in Betracht 
kommenden Theiles derselben erfolgen. 

C. 

Wirken q Moleküle Wasser auf p Moleküle Chloressig- 
säure, so entstehen, nach van t' Hoff,*) 

Moleküle Glycolsäure (und Chlorwasserstoff) in der Zeit t<, 
wobei q viel grösser als p vorausgesetzt ist, e die Basis der natür- 



*) Ansichten über die organische Chemie, Th. II, v. J. 1881, S. 100. 
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liehen Logarithmen und c, wie vorher (A und B) den Einwirkungs- 
coefficienten bedeutet. 

Man untersuche den Lauf, die Tangenten, Asymptoten u. s. w. 
derjenigen (auf ein rechtwinkliges System bezogenen) Linie, welche 
die genannte Gleichung, Nr. 3, für den besonderen Fall 

g=164, p=l 
darstellt, wenn die Zeiten als Abscissen und die gebildeten Glycol- 
säuremengen als Ordinaten genommen werden. 

Auch vergleiche man die Ergebnisse mit den durch Buchanan 
im Jahre 1871 veröffentlichten Untersuchungen.*) 

§ 24. Das Nordenskjöld'sclie Lösliclikeitsgesetz. 

Dasselbe lautet in seiner einfacheren Form : 

1) l8=a-\-bt; 
in der minder einfachen : 

2) l8i=a']-ht + ctK 

Dabei bedeuten S und 8i die Mengen der bereits gelösten 
Substanz, t bedeutet die Temperatur des Lösungsmittels, während 
a, b und c constante Grössen sind (deren Werthe sich in jedem 
besonderen Falle berechnen lassen). **) 

In der ersten Form stimmt das Gesetz nur annähernd, in der 
zweiten sehr gut mit den Beobachtungen überein. 

Man bringe die Gleichungen Nr. 1 und 2 auf die Formen 

3) s=m, 

bezüglich 

4) 8,=<p(t). 

Hierauf untersuche man den Lauf, die Tangenten, Normalen 
u. s. w. derjenigen Linien, welche die Gesetze Nr. 3 und 4 dar- 
stellen , wenn man , unter Benutzung eines rechtwinkligen 
Systems, die Temperaturen als Abscissen, die gelösten Substanz- 
mengen als Ordinaten nimmt. 

Für die erste der Curven berechne man insbesondere die 
Länge der Subtangente und die des Krümmungshalb- 
messers. 



*) Berichte der deutschen chemischen Gesellschaft zu Berlin; Jahrg. 
1871, S. 340-342. 

**) Ostwald, allgemeine Chemie, Bd. 1 (v. J. 1885) S. 377. 
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Auch wende man die Ergebnisse auf einen besonderen 
Fall an , etwa auf das Chlornatrium, für welches 

1 8= 0,4484 + 0,000105 1 + 0,000319 <*. 
Endlich beantworte man die Frage, ob Polarcoordinaten 
sich zur geometrischen Darstellung des Vorhergehendem eignen. 

§ 25. Das Mariotte'sche oder Boyle'sche Gesetz. *) 

Mit Einschränkungen , auf welche hier nicht eingegangen 
werden soll, lautet das in der Überschrift des Paragraphen genannte 
Gesetz bekanntlich : Bei unveränderlicher Temperatur ist das Volumen 
V eines Gases dem Drucke p umgekehrt proportional. Oder : 

1) vp = VoPoy 

wobei Vq und^^o das Volumen, bezüglich den Druck, fiir den An- 
fangszustand bedeuten. 

Man nenne und zeichne diejenigen Linien, welche das Gesetz 
darstellen 

I. für den Fall, dass man den Druck und das Volumen als 
rechtwinklige Coordinaten, 
II. für den, dass man jene Gi^össen als Polarcoordinaten 
auffasst. 
Für die zweite dieser Linien berechne man: 

a) die Länge der Polarsubtangente (und gebe, auf 
Grund derselben , an , in welcher Weise die Curven- 
tangenten construirt werden können) ; 

b) den Krümmungshalbmesser^ q, ausgedrückt durch 
die Länge des Leitstrahles und durch die der Polar- 
normale. 

§ 26. Formeln fär den Dampfdruck. 

Die von B e g n*a u 1 1 angegebenen Ausdrücke haben die Form 
1) \ogp = a-\-ha^. 

Dabei ist p der Dampfdruck in Millimetern, t die um eine 
gewisse (positive oder negative) Constante C vermehrte Temperatur 
(nach Celsius), während a, 1) und a constante Grössen bedeuten. 



*) Geschichtliches: Wolf, Handbuch der Mathematik, Physik, 
u. s. w.; Bd. 1 (v. J. 1870), S. 372; Wüllner, Experimentalphysik, Bd. 1, 

4. Aufl. (v. J. 1882), S. 418; Ostwald, aUgem. Chemie, Bd. 1 (1885), 

5. 129. 

Fuhrmann, Anwendungen d. Infinitesimalrechnung. Th. I. 4 
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Man bringe die Gleichung Nr. 1 zunächst auf die Form 

2) p=m» 

fasse dann t als Abscisse^ p als Ordinate auf und untersuche die 
Gestalt; die Tangenten, Normalen u. s. w. der durch Nr. 2 ge- 
kenzLzeichneten Linie unter der Voraussetzung ^ dass a positiv^ 
6 negativ und - a ein von -|- 1 nicht sehr verschiedener echter 
Bruch sei^ 

Hierauf wende man die Ergebnisse an auf den besonderen 
Fall des Wassers. 

Es ist für denselben : *) C= + 20 ^ und, beiläuög, 

a = 5,4238, 

6 = — 5,4643 , 

= 0,9936. 

§ 27. Isothermen nach dem van der Waals'schen Gesetze. 

Zwischen dem Volumen, v, eines Gases, dem Drucke, p, und 
der Temperatur, ^, besteht nach van der Waals,**) die Be- 
ziehung 

^) (|)+^)(t'-&)=(i + «)(i-ft)(i + «0, 

in welcher wir a,, b und a als constante Grössen ansehen wollen, 
auf deren Bedeutung es uns für das Folgende nicht ankommen 
möge. 

Man untersuche den Lauf, die Tangenten, Normalen u. s. w. 
derjenigen Linie, welche, bei unveränderlicher Temperatur, die Be- 
ziehung Nr. 1 auf ein rechtwinkliges System bezogen , darstellt, 
wenn das Volumen als Abscisse, der Druck als Ordinate ange- 
sehen wird. 

Es hat diese Isotherme eine sehr interessante Form. 

Werden die Grössen a und b vernachlässigt, so wird die Linie 
zu einer gleichseitigen Hyperbel. 

Näheres : van der Waäls, a.a. O., Seite 87 — 91 ; Ost- 
wald, allgemeine Chemie, Bd. 1, S. 202-203, 272—278; 
Horstmann, Landolt und Wi nkelmann, physikalische und 
theoretische Chemie, 1. Abth., v. J. 1885, S. 299—302. 



'. *) Ostwald, allgemeine Chemie, Bd. 1 (v. J. 1885), S. 283. 

♦*) Die Continuität des gasförmigen und flüssigen Zustandes. Über- 
setzt von Roth. 188L S. 87. 
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§ 28. Belenohtong wagerechter Ebenen. 

Die Stärke der Beleuchtung einer Ebene hängt bekanntlich 
ab von der Intensität der Lichtquelle, von der Entfernung der 
letzteren und von dem Winkel, unter welchem die Strahlen auf- 
trefien. Im Anschlüsse an diese Bemerkung mögen die fünf unter 
A bis E hier folgenden Aufgaben gelöst werden. 

A. 

In der mit dem Halbmesser a um den festen Punkt be- 
schriebenen Kreislinie x bewegt sich eine Lichtquelle Q (Fig. 6). 
Sie beleuchtet eine bei befind- 
liehe sehr kleine horizontale Ebene. 

Es soll zunächst die Stärke^ 
Z/, dieser Beleuchtung durch den 
Halbmesser a und den Einfalls- 
winkel €J ausgedrückt werden. 
Hierauf soll man den Lauf, die 
Tangenten, Normalen u. s. w. der- 
jenigen Linien untersuchen, welche 
die Veränderlichkeit von L (also 

die zwischen L und w bestehende Beziehung) bei Benutzung you 

I. rechtwinkligen Coordinaten, 
IL Polarcoordinaten 
geometrisch darstellen. 

B. 

Eine bei B (Fig. 7) liegende sehr kleine wagerechte Ebene 
empfangt von einer bei C befindlichen Lichtquelle eine Beleuchtung, 
y, welche von dem Winkel ÄBC=ai 
bekanntlich abhängt nach der Glei- 
chung 




r®. 



1) y= 



JcBinx h , , 

7 r;: ^=—zH\nX COS* ü? . 

(a sec xy a* 



ng. Z 



\ 



A 



a 



It: 



B 



Dabei hat h selbstverständliche Be- 
deutung und der Abstand a = AB 
möge als unveränderlich vorausgesetzt 
werden. 

Die Linie, welche das Gesetz Nr. 1 in reohtwinkligen Co- 
ordinaten geometrisch darstellt, sei zu untersuchen in Bezug auf 
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I. Steigung^ Fall und Culminationspunkte^ 
II. Concavität, Convexität, Wendepunkte, 
m. Tangentenrichtung am Anfange und am Ende. 

Da der Winkel x ein spitzer ist, so sollen hei der ganzen 
Untersuchung nur diejenigen Ahscissen in Betracht kommen, welche 
der Bedingung 

Genüge leisten. 

Lösung. Die Gleichung Nr. 1 lehrt zunächst: 

y =0 und y ji=:o. 

2 

Mit der o;- Achse hat die Curve also den Coordinatenanfang gemein 
und den von letzterem um 1,571 abstehenden Punkt. , 

Für die beiden ersten Differentialquotienten der Ordinate findet 
man leicht: 

2) y = 6 cos X (cos^ X — 2 sin* iz?) 
und 

3) y' = bBiux(2 sin^x-^T co&*x). 
Hieraus folgt: für 

<^ rr <^ arc tan -^ (d. i. : 0,615) *) 
steigt die Linie unausgesetzt ; für 

1 7V 

arctan77=<Ä?<2^(<3. i.: l,57l) 

fällt sie. An der Stelle 

4) x = 0,615 , 
also, in Gradmass, für 

5) x = 3bnb'b2\ 

befindet sich ein Gipfelpunkt (oberer Cnlminationspunkt) ; die 
Ordinate desselben hat den Werth 

ymax = f V^b = 0,385 l , 

wobei, zur Abkürzung, 

h 



«2 



= h 



gesetzt wurde. 

Femer liegt an der Stelle 
6) a; = arc tan j/3,5 = 1,080 

*) Diese Zahl und die hier noch folgenden auf 3 Decimalstellen ab- 
gemindet. 



r 
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(welche dem Winkel 

7) aj = 610 52'27" 

entspricht) ein Wendepunkt^ und 

Vi = Y7 VT^'b = 0,196 6 
ist seine Ordinate. Für alle x^ kleiner als 1,080? kehrt die Linie 
die concave, für alle Xy grösser als 1,080, die c o n v e x e Seite 
nach der Abscissenachse. 
Endlich hat man: 

die Berührende der Curve liegt mithin am Anfangspunkte 

unter dem Winkel arc tan & gegen die a;-Achse geneigt und fällt 

am Endpunkte mit ihr zusammen. 

Trägt man die durch das Vorhergehende bestimmten Curven- 

punkte auf, und ausser ihnen einige geeignete Zwischenpunkte, so 

zeigt die erhaltene Linie sehr deutlich, in welcher Weise die Stärken 

der Beleuchtung zunehmen und abnehmen. Man führe dies durch 

für & = 1 und indem man die zu 5, 15, 30, 45, 60 und 80 Grad 

gehörenden Punkte ermittelt. Auch beachte man das unter C und 

D Nachstehende. 

0. 
Eliminirt man aus der Gleichung Nr. 1 den Winkel x und 

führt, an Stelle desselben, die Höhe 

h = AG 

(Fig. 7) ein, so ergiebt sich: 

In dieser Form ist der Ausdruck durch Kopeke bezüglich 

der „Höhenlage von Strassenlaternen^^ untersucht wor- 

Ä 
den, wobei das Verhältniss — als Abscisse diente. *) Es sei hier- 

a 

mit empfohlen, dies durchzuführen ; etwa in dem bei B angegebenen 

Umfange. 

D. 

Desgleichen sei angerathen, Polarcoordinaten zu be- 
nutzen, also die Gleichung Nr« 1 in der Fonn 

9) r = ^sinÖcos«Ö 



*) Civilingenieur, Jahrg. 1887, S. 69-74. 
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aufzufassen. Es möge hier insbesondere gezeigt werden, wie sich 
ftir jede Anomalie 6 der zugehörige Leitstrabi r (welcher die Be- 
leuchtungsstärke darstellt) construiren lässt 

Ferner möge die Länge der Polarsubnormale berechnet 
und^ auf Grund des Ergebnisses , eine Tangenten- und Nor- 
malenconstruction angegeben werden, 

E. 
In naher Beziehung zu der Beleuchtung von Wohn- 
räumen durch Oberlicht; welches durch eine kleine (das 
Licht nach allen Seiten gleichmässig zerstreuende) Fläche geliefert 
wird, steht die Lösung folgender Aufgabe : An dem oberen Ende 
der Senkrechten AO (Fig. 8) befindet sich eine (überall hin aus- 
strahlende) Lichtquelle 0. Sie be- 
leuchtet eine sehr kleine , bei P be- 
findliche horizontale Ebene. 

Es soll zunächst die Polar- 
gleichung (r = f{S)) deijenigen 
Linie ermittelt werden, welche die 
(unendlich vielen) Stellen verbindet, 
die eben so starke B.eleuch- 
tung empfangen, wie die senkrecht 
unter , im Abstände a , liegende 
Stelle A, . 
Sodann soll die auf rechtwinklige Coordinaten {OP = Xj 
P'P = y) bezogene Gleichung jener Linie genannt werden. 

Endlich soll man eine der beiden Gin. benutzen , um den 
Lauf, die Tangenten, Normalen u. s. w. der Curve zu 
untersuchen. — 

Nach gehöriger Durchfuhrung der Lösung dieser Aufgabe 
lese man womöglich Seite 3 — 13 der im „Literatur-Verzeichniss" 
genannten Schrift von L. Weber; ferner Seite 14 — 16 der in 
demselben Verzeichnisse angeführten Arbeit von K. Mohrmann. 




§ 29. Drei Anziehungsgesetze. 

A. 

Die Anziehung, welclie ein beweglicher Punkt, der die Masse 1 
besitzt, von einem feßten (Masse 1) erleidet, sei umgekehrt propor- 
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tional der dritten Potenz des Abstandes^ mithin durch 
die Gleichung 

ausgedrückt. Es soll dieses Gesetz unter Benutzung eines recht- 
winkligen Systems geometrisch aufgefasst werden ; indem man die 
Anziehungen als die Abscissen (x), die Abstände als die Ordinaten 
(^) ansieht, also die Gleichung 

2) xy^ = h 
untersucht, letzteres in Bezug auf 

I. Steigen, Fallen, Culminationspunkte, Art des Gekrümmtseins, 
Wendepunkte ; 
II. Länge der Subnormale und Normale , der Snbtangente und 
Tangente ; 

III. Gleichung der Tangente und der Normale; 

IV. Länge des Krümmungshalbmessers. 

Die unter II bis IV auftretenden Strecken sollen entweder als 
Functionen beider Coordinaten , oder auch als solche von nur 
einer derselben berechnet werden. Endlich soll man angeben^ 
wie sich jene Strecken construiren lassen. 

Lösnng. Negative x brauchen nicht in Betracht gezogen 
zu werden ; für positive gilt Folgendes : Die das Gesetz darstellende 
Linie fällt immer und kehrt stets die convexe Seite nach 
der Abscissenachse. Culminations- oder Wendepunkte giebt es 
nicht. Die beiden Coordinatenachsen sind Asymptoten. 

Für die unter II genannten Längen ergiebt sich: 

3) Subnormale = _ |1 = _ |^ , 

4) Normale = J , 

6x ■ 

5) Subtangente = — 3 a;, 

6) Tangente = ^^(3^+^. 
Die Gleichung der Tangente lautet: 

die der Normale : 

o\ 3a? j, y ^ 



m. i 
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wobei (in 7 und 8) ^ und tj die Coordinaten des allgemeinen. 
Punktes der Tangente, bezüglich der Normale ^ bedeuten. Laut 
Nr. 7 schneidet die Berührende die Strecken 

9) A:X und ^y 

auf den Coordinatenachsen ab, die Normale hingegen die Strecken. 

10) 5 — — und -^ . 

6x y 

Der Krümmungshalbmesser besitzt die Länge 

^ ^ 12xy ~12xy' 

wobei t die Tangente (Gl. 6) bezeichnet. 

Zum Zwecke der Construction sämmtlicher Strecken geht 
man aus von der Gleichung 5, oder, noch besser, von Nr. 9. Es 
empfiehlt sich, die Linie darzustellen, indem man die zu 

x = Yjj s^ Ij 8, 27 
gehörenden Punkte in geeignetem Maassstabe aufträgt und dann 
verbindet. Ferner empfiehlt es sich , für die zu ä; = 1 gehörende 
Stelle die Construction der im Vorhergehenden genannten Strecken 
durchzufahren. 

B. 

Ein fester Punkt, von der Masse 1, möge nach dem Newton'- 

schen Gesetze anziehend auf einen beweglichen, von der Masse 

fi, welcher sich in dem veränderlichen Abstände u befindet, wirken. 

Es soll die zwischen der Anziehung v und dem Abstände u 

bestellende Gleichung geometrisch dargestellt werden, indem man 

a) rechtwinklige Coordinaten (die u als Abscissen , die v als 

Ordinaten), 
ß) Polarcoordinaten 
benutzt. Auch soll man, für beide Linien, ausser ihrem Laufe, 
die Tangenten, Normalen u. s. f. untersuchen, etwa in dem' bei 
A durchgeführten Umfange. 

C. 
In der Geraden, welche durch das Centrum C einer Kreis- 
linie p senkrecht zur Ebene der letzteren gezogen ist, befinde 
sich ein Punkt P, von der Masse 1. Der Halbmesser der Linie 
sei a ; der veränderliche Abstand CP möge x heissen. Die Kreis- 
linie ziehe den Punkt P nach dem Newton'schen Gesetze 
an. Es ist dann, was die Physik oder Mechanik lehrt. 
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12) y= ^" 



y/a^ + x' 



3 



der Werth der Anziehung ^ wobei ^ eine bekannte Constante be- 
zeichnet*) und |/a^ --|- ^' ^^^^ positiv ist, weil es den Abstand 
des angezogenen Punktes P (von der Peripherie p) bedeutet. 

Es soll der Lauf der durch die Gleichung 12 bestimmten 
Curve der Anziehungsintensitäten der Kreislinie 
untersucht werden in Bezug auf 

I. Schnitte mit den (senkrecht zu einander liegenden) Coordi- 
natenachsen, 
II. Steigung, Fall, Culminationspunkte, 
III. Concavität, Convexität, Wendepunkte. 

Die betreffenden Coordinaten soll man hierbei auf drei Decimal- 
stellen abgerundet berechnen. 

Lösung. Zunächst hat man fiir positive a; Folgendes : 

yx=o = o und 2/x=« = o; 
es gehört also der Coordinatenanfang der Linie an und die 
Abscissenachse ist Asymptote derselben. 

Femer lehren die beiden ersten Differentialquotienten der Or- 
dinate: die Curve steigt, fiir 

0<a;<-pr(d. i.: 0,707«), 



sie fällt, so lange als 

a 



<^a?^oo. 



V2 

hat mithin an der Stelle 

13) ic = 0,707« 

einen Gipfelpunkt. Seine Ordinate besitzt den Werth : 



14) 


, 


1 
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<^ 


' <C/f öt (oder 1,225«) 






so kehrt 


die Linie 


die 


Vertieftrunde 


(concave) 


Seite 


nach 


unten, hingegen 


für 




















|/f a <^iZ:<oo 









*) Fuhrmann, Aufgaben aus der analjt. Mechanik; Theil I; S. 129 
der 2. Aufl. 
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die erhöhtrunde (convexe). An der Stelle 

15) a;= 1,225 a 
liegt ein Wendepunkt, mit der Ordinate 

16) J/i = 0,310 ^, . 

Für negative x haben die y dieselben Werthe, wie für 
die betreffenden positiven x, jedoch mit entgegengesetzten Vorzeichen. 
Die Linie der Anziehungsintensitäten besitzt mithin einenGipfel- 
punkt, einen Sohlpunkt (unteren Culminationspunkt) und 
drei (im Endlichen liegende) Wendepunkte. 

Man zeichne die Curve unter Zugrundelegung der durch das 
Vorhergehende bestimmten Punkte und derjenigen, welche zu einigen 
anderen Abscissen, etwa zu a? = 0,3 und ä; = 1,6 gehören. 

§ 30. Zusammensetzung von Schwingungen verschiedener 

Wellenlänge. 

Bei der Untersuchung derartiger Schwingungen kommt man auf 
Linien, welche (in rechtwinkl. Coordinaten) die Gleichungen 

1) ^, = ± 2 1- |/s^^r^, 

2) «, = ^'i^K^^"7+l/ia(l-2|^,), 



3) ;.3=«(l-2|-^ 



haben, in denen a eine Constante bedeutet.*) 

Man untersuche den Lauf, die Tangenten, Normalen u. s. w. 
jener drei Curven. 

§ 31. Ein belasteter Stab. 

Wenn ein gerader prismatischer Körper, z. B. ein Metall- 
stab, oder auch ein Balken, an dem einen Ende, Aj horizontal 
befestigt (eingeklemmt oder eingemauert) am anderen Ende, JB, aber 
mit einem Gewichte, P, belastet ist, so biegt sich derselbe, unter 
gewissen Voraussetzungen, nach einer Curve ÄQB^ welche, bezogen 
auf das in der Fig. 9, S. 59, angegebene Coordinatensystem, die 
Gleichung 



*) Wüllner, Experimentalphysik, Bd. 1, 4 Aufl., v. J. 1882, 
S. 598—600. 
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1) 



y = 6^(3«-Ä;)a?2 




besitzt. Dabei bedeutet a diie Abmessung AB' (also den horizon- 
talen Abstand des Balkenanfanges vom Balkenende im Zustande 
der Biegung) und e das Elasticitätsmoment. Es sind mithin P, a 
und £ constante 
Grössen. (Das Nähere 
gehört in die Elasti- 
citäts- und Festigkeits- 
lehre). 

Man soll für die 
durch die Gleichung 
Nr. 1 gekennzeichnete 
Linie berechnen — 

und zwar ausgedrückt durch a, x und y, nicht durch P und e — 
I. die Länge der Subtangente und Tangente, 
IL die der Subnormale und Normale, 
IIL die des Krümmungshalbmessers. 

Auch ist anzugeben , wie sich die Ergebnisse der Rechnung 
construiren lassen. 

Lösung. Ohne Schwierigkeiten findet man für die Längen 
der genannten Strecken folgende Werthe : 

-, « , x(^a — x) 

1) Subtangente = 3^2^--^, 

2) Tangente =— ^ W^^) ^' 

3) Subnormale == >^ ~- , 

^ xiöa—'X) 



4) Normale =: 



y\^x^{^a — xy + Q{2a — xyy' 



a?(3a — x) 

und, wenn mit q die Länge des Krümmungshalbmessers, mit t die- 
jenige der Tangente, mit n die der Normale bezeichnet wird, 

5) 



_)/g!''(3a — a;)« + 9(2a — a;)»y»' 



6) 



6 ic (a — x)(^a — xYy 

_ ^t^{2a—xY 
^~2x{a — x){^a~xyy' 
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^ ^ G{a — x)y^ 

wobei fiir die Herleitung von q die streng richtige Gleichung 

8) (i + yQ^ 

o) Q— -,7 , 

also keine Näherungsformel, benutzt ist^ obgleich man zur Anwen- 
dung einer solchen berechtigt gewesen wäre. 

Auf welche Weise die Construction der Ergebnisse vor- 
genommen werden kann , möge der Leser dieses Buches selbst 
angeben. 

§ 32. Oleichgewicht eines Panktes auf einer sich drehenden 

starren Bahn.*) 

Auf der unbiegsamen Führung L'M (Fig. 10) sei ein mate- 
rieller Punkt P (von der Masse 1) beweglich. Es möge die Erstere 
die Gleichung 

y=f(x) 

haben und sich mit der unveränderlichen 
Winkelgeschwindigkeit (a um die senk- 
rechte y-Achse drehen. Dann wirken 
auf P die Schwere g (im Sinne der 
negativen Ordinaten) und die Centrifugal- 
kraft (ji)^ X (im Sinne der Abscissen). 
Man soll 
I. die Bedingung für das Gleich- 
gewicht des Punktes P durch eine 

zwischen g, w, x und y ( d. i. : ^j bestehende Gleichung aus- 
drücken. Hierauf soll man 

II. mittelst dieser Gleichung berechnen^ wo sich der bewegliche 
Punkt P im Gleichgewichte befindet, wenn die Bahn LM 
eine aus den Halbachsen a und h construirte Ellipse ist, 




*) Eine grosse Anzahl von Aufgaben, betreffend (wie die hier fol- 
gende) das Gleichgewicht eines Punktes, welcher auf einer starren Linie 
oder Fläche verschiebbar ist, findet man im 2. Cap. des L Theües der 
Schrift: Fuhrmann, Aufgaben aus der analyt. Mechanik (2. Aufl. 1879 
u. 1881). 
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welche so liegt ^ dass ihr Mittelpunkt in der Ordinatenachse 
im Abstände h von sich befindet, ihre grosse Achse aber 
parallel zu der der x ist. 

Das E^gebniss soll angewendet werden auf den be- 
sonderen Fall, in welchem die Halbachsen (a und li) 
2 Meter, beziehungsweise 1,8 Meter, lang sind und die Ellipse 
sich derartig dreht, dass die von der Rotationsachse am 
weitesten abstehenden Punkte der Curve eine Bahngeschwindig- 
keit von 20 Meter (in der Sekunde) haben. Die Beschleu- 
nigung der Schwere möge hierbei gleich 9,81 Meter voraus- 
gesetzt sein ; die Coordinaten x und y der Gleichgewichts- 
stellen sollen auf ganze Millimeter abgerundet berechnet werden. 
Endlich soll mittelst der unter I. gefundenen Gleichung 
III. berechnet werden, wo der Punkt P sich im Gleichgewichte 
befindet, wenn L M eine gemeine Parabel ist, deren 
(nach oben gerichtete) Achse die y-Achse und deren Halb- 
parameter gleich p, 

Lösung. Die Gleichgewichtsbedingung lautet : 
2) (ji)^x — gyz=zo. 

Für die in der Aufgabe genannte Ellipse giebt das (ausser 
x=o) die Werthe: 

Sie sind nur dann reell und von Null verschieden, wenn 

4) <^^^Vi9- 

Die zu Nr. 3 gehörende Ordinate ist: 

5) y = b j-^. 

In dem oben angef[lhrten besonderen Falle hat man : 

6) x = di 1,999 Meter, 
nnd 

7) y = 1,259 Meter ; 

es befinden sich also dann die Gleichgewichtsstellen den Scheiteln 
der Ellipse sehr nahe. 

Für die Parabel ergiebt sich Folgendes : wenn 



8) »^|/i, 
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80 ist der Punkt P nur im Scheitel in Ruhe; wenn hingegen 

so befindet er sich an allen Stellen der Führung im Gleich- 
gewichte. 

Dass die Oberflächen homogener rotirender 
Flüssigkeiten Umdrehungsparaboloide sind (wenn nur die 
Schwere und die Centrifugalkraft wirken) steht hierzu in naher 
Beziehung. 

0. Vermisohte Anwendungen. 
§ 33. Die FehlerwahrsclieiiiliclLkeitsfunction. 

Bei der Ausführung von Beobachtungen oder Mes- 
sungen kommen bekanntlich kleine Abweichungen von der 
Wahrheit weit häufiger vor , als grosse. Die Theorie der 
Beobachtungsfehler lehrt , dass zwischen einem (positiven 
oder negativen) Fehler ^ und seiner relativen Möglichkeit, oder 
der Häufigkeit rj seines Vorkommens, die Gleichung 

1) \ = ^e-^^-^ 

y 7c 

besteht, wobei e und tt die gewöhnliche Bedeutung haben, h aber 
eine Constante bezeichnet, die von der Genauigkeit der be- 
treffenden Beobachtung abhängt und sich deshalb nicht allgemein 
angeben lässt. *) 

Man untersuche den Lauf, die Tangenten, Asyinp- 
toten u. s. w. der Wahrscheinlichkeitscurve, nämlich 
derjenigen (auf ein rechtwinkliges System bezogenen) Linie, welche 
jenes Gesetz (Gl. 1) geometrisch darstellt, wenn die Fehler als 
Abspissen und die Häufigkeiten ihres Vorkommens als die zuge- 
hörigen Ordinaten aufgefasst werden. 

§ 34. Das psychophysisclie besetz. 

Die von Fechner aufgestellte mathematische Formulirung 
des psychophysischen Gesetzes (von Weber) lautet: 

1) , s = U^' 



*) A. Meyer, Wahrscheinlichkeitsrechnung; 1879; S. 254. — Wolf, 
Handbuch der Mathematik, Physik u. s. w.; Bd. 1, 1870; Nr. 207. 
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Dabei bedeutet s die Stärke der Empfindung, r die 
Grösse des zugehörigen Reizes und ^ denjenigen Werth, 
welchen r hat, wenn s gleich Null ist.*) 

Die Grössen s und r entweder als rechtwinklige, oder 
als Polarcoordinaten auffassend, untersuche man den Lauf 
■ u. s. w. der jenes psychophysische Gesetz darstellenden Curve. 

§ 35. Das Wlttstein'sohe Sterblichkeitsgesetz. 

Die Sterbeuswahrscheinlichkeit, m?, des Menschen 
ist, nach Wittstein,**) wenn das Kindesalter ausser Betracht 
bleibt, ausgedrückt durch die Gleichung 
1) M; = a-<M-x)°^ 

hingegen, wenn es in Betracht gezogen wird, durch 

^ m 

Dabei bezeichnet x das Lebensalter, M das höchste 
Alter der Sterblichkeitstafel (etwa 95 Jalire), während a, 7n und n 
drei zu bestimmende Constanten sind, welche aus Beobachtungen 
hergeleitet werden können. 

Für die von Wittstein angegebenen Werthe 

«=1,42423, 
W = 5, 
n = 0,63033 , 
M=Qb 

untersuche man den L a u f , die Tangenten u. s. f. derjenigen, 
auf ein rechtwinkliges System bezogenen Linie, welche das obige 
Gesetz Nr. 2 darstellt. Insbesondere berechne man das Lebens- 
alter, för Welches die Sterbenswahrscheinlichkeit am 
kleinsten ist, die Curve also einen Sohlpunkt hat. 

Beim Aufzeichnen der Linie benutze man für die Lebens- 
alter (in Jahren) etwa das Millimeter als Einheit, dann aber für 
die Sterbenswahrscheinlichkeit 1 mindestens das Decimeter. 



*) Kohler, mathematische Formulirung des psychophysischen Ge- 
setzes; 1886; S. 14—16. 

**) Das mathematische Gesetz der Sterblichkeit; 1881. (2. Aufl. 1883.) 
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§ 36. Die Spiralen der Eonchylien. 

Wer sich für dieselben interessirt^ sei auf die von A. H. Grab au 
i. J. 1882 unter obigem Titel (im Wesentlichen) veröffentlichte 
Abhandlung (Leipzig, J, C. Hinrichs) verwiesen. 

Es handelt sich in derselben um dieNaumann'schen 
Konchospiralen, d. i. um Curven von der Gleichung 

1) r = cef''P + k, 

in welcher r und qp den Leitstrahl und die Anomalie bedeuten, 
e die BsLsia der natürlichen Logarithmen ist, c^ fi und 1c aber ge- 
wisse constante Grössen sind , von denen die beiden ersten als 
positiv angesehen werden dürfen, während für die letzte die drei Fälle 

unterschieden werden müssen. Für 

stellt die Gl. Nr. 1 logarithmische Spiralen dar. 

Untersuchung des Laufes, der Tangenten u. s. w. jener 
Naumann'schen Eonchospiralen sei Denen empfohlen, welche fiir 
Konchylien besonderes Interesse haben. 

§ 37. Eine Angebotscnrve. 

Für Studirende der Naturwissenschaften, welche sich der 
Technik zuwenden, also vielleicht dereinst die Leiter von che- 
mischen Fabriken, Hüttenwerken oder dergl. sein 
werden, ist es von Wichtigkeit, sich mit den Theorien der Volks- 
wirthschaftslehre bekannt zu machen. Eine Anregung 
hierzu möge Folgendes bieten: 

Unter der Grösse des Angebotes versteht man die Menge 
des Gutes, welche ein Besitzer von seinem Besitzstande gegen ein 
fremdes Gut austauschen muss , um , bei einem Preisverhältnisse 

— , das aus dem Besitze beider Arten von Gütern erreichbare 

Maximum der Nützlichkeit zu gewinnen. 

Für einen besonderen Fall ist jene Grösse des Angebotes, 
nach Launhardt,*) ausgedrückt durch die Gl. 



*) Mathematische Begründung der Volkswirthschaftslehre. 1885. S. 22. 
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3600^-400 



1) 1= 



Pt 



+KS) 



Man fasse das Preisverhältniss — als Abscisse auf, die An- 

gebotsgrösse ^ als Ordinate und untersuche (bei Benutzung eines 
rechtwinkl. Systems) die durch die Gl. Nr. 1 gekennzeichnete 
interessante Angebotscurve bezüglich ihres Laufes, ihrer 
Tangenten, Asymptoten etc. 



1) 



DOPPELT GEKRÜMMTE LINIEN. 

(Curven im Räume.) 

§ 38. &eoinetri8clie DarsteUnng zweier Grappen von 

BeobacMimgeii. 

Zwischen zwei veränderlichen Grössen, u und t?, bestehen, 
was durch genaue Messungen gefunden wurde, folgende Beziehungen : 

für M=rO, ist t? = 0, 
w U = ly „ 17 = 0,25, 
„ U = 2, „ V==l, 
„ M = 3, „ t7 = 2,25. 
Zwischen u und einer dritten Grösse, w^ hingegen bestehen 
die Beziehungen : 

'für w = 0, ist w = 0, 

„ u = l, „ ti; = 0,04167? *) 
„ u = 2f „ W = 0,33333,*) 
„ M = 3, „ m; = 1,125. 
Man soll 

I. die zwischen u und v, bezüglich u und w^ bestehenden Gesetze 

v = f{u) und tv = qi{u) 
unter der Voraussetzung herleiten, dass sie die allgemeine Form 

3) v = aQ -f«! w^ + ötj w^ + ^s w^ 
beziehentlich 

4) «(; = 6o + ^1 «** + ^2 ^* + ^3 «*' 
haben. 



2) 



*) Auf 5 Decimalstellen abgerundet. 

Fahrmann, Anwendungen d. Infinitesimalrechnang. Th. I. 
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Hierauf soll man 
II. die veränderlichen Grössen u, v, w als rechtwinklige Coordi- 
naten auffassen und diejenige doppelt gekrümmte Linie unter- 
suchen , welche durch die für v und w gefundenen Gesetze 
bestimmt ist (wenn man letztere als die Gleichungen von 
Projectionen der Curve ansieht). Die Untersuchung soll 
liefern : 

a) die Winkel Tu» Ty» Tw, welche die, dem allgemeinen 
Punkte uvw zugehörende, Tangente jener Linie mit 
den Coordinatenachsen bildet (und Constructionen für 
jene drei Winkel) ; 

b) die Gleichungen jener Tangente; 

c) ihre Spuren, also diejenigen Punkte, in welchen die 
Berührende die drei Coordinatenebenen schneidet ; 

d) die Gleichung der Normalebene; 

e) die Lage derjenigen Stellen, in welchen die letztgenannte 
Ebene die drei Achsen triflft; 

f) die Länge des Krümmungshalbmessers; 

g) die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes; 

h) die Länge des Torsionshalbmessers (oder des 
Halbmessers der zweiten Krümmung). 

Das unter a bis h Gefundene soll auf den besonderen 
Fall desjenigen Punktes angewendet werden, für welchen 

M = 2 
ist. 

Lösung. Die unter Nr. 1 und 2 angeführten Werthe liefern 
die Beziehungen*) 

4) v=:\u^ 
und 

5) ti; = ^i^W^ 

Fasst man m, v und w als rechtwinklige Coordinaten auf, so be- 
stimmen die Gleichungen Nr. 4 und 5 die Schnittlinie zweier 
Cylinderflächen, von denen die eine über der in der MV-Ebene 
liegenden Curve 

) Man beachte §§ 21 und 22. 




j 
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(also über einer Parabel) steht, und zwar gleichgerichtet der m;- Achse, 
die andere über der in der mw;- Ebene befindlichen Linie 



w 






parallel zur t;- Achse. 

Das unter a bis h Verlangte lässt sich, auf Grund der Glei- 
chungen 4 und 5, leicht nach Formeln berechnen, welche man 
bezüglich der geometrischen Anwendungen der Differentialrechnung 
in den Lehrbüchern der Infinitesimalrechnung entwickelt findet, und 
fuhrt zu sehr einfachen Ergebnissen. 

§ 39. Bewegnng einer starren Geraden auf zwei Führnngen. 

Der Anfangspunkt Q einer ßtarren Geraden, von der (end- 
lichen) Länge QR = a, läuft, von C aus (siehe Fig. 11) auf der 

festen , geradlinigen 
Führung CB mit der 
Constanten (endlichen) 
Geschwindigkeit v nach 
£. Der Endpunkt R 
verschiebt sich hierbei 
auf der ebenfalls festen 
geradlinigen Führung 
OA, welche gegen CB 
die durch die Figur an- 
gegebene Lage hat, wobei 

OB = OG=a, 

l^Ä0B = Z^B0C = /^C0A = 90^. 

Man soll diejenige B ah n untersuchen, welche der allgemeine 

Punkt P der Geraden Q R beschreibt, nämlich berechnen : 

L die Coordinaten des Ortes von P, als Functionen 

der Zeit t und bezogen auf ein System, für welches die 

Richtungen 0-4, OB und OC diejenigen der positiven x, 

bezüglich die der positiven y und 0, sind. Der Abstand R P 

soll hierbei mit Je bezeichnet und die Zeit von demjenigen 

Augenblicke an gezählt werden, in welchem die Bewegung 

von Q in C beginnt. 

11. Die Art (also zunächst die Gleichungen) der drei Pro- 

jectionen der von P beschriebenen Bahn , wie auch die 

Art der Bahn selbst. 

5* 
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III. Die Winkel (tx, Ty, t») welche die in P gezogene Bahn- 
tangente zu der Zeit t mit den drei bei I genannten Co- 
ordinatenachsen bildet. 

Hierbei sollen die unter I und II gewonnenen Ergebnisse auf 
diejenigen besonderen Fälle angewendet werden, in welchen 

a) P mit Q 
oder 

ß) P mit R 
zusammenfällt. 

Femer soll man das unter III Gefundene anwenden 

ä) auf denjenigen Augenblick^ in welchem Q von C weggeht, 
ß) im Halbirungspunkte von CB anlangt, 
y) in JB eintrifft. 

Lösung. I. Für die Coordinaten des Ortes des 
Punktes P findet man leicht: 

1) ^^a--^y^^^^^2_— ^ 

kvt 



2) y = 



0^2' 



3) ^_k(ay2-vt) 

ay2 
also 

4) g=k — y. 

II. Die ä^^-Projection der Bahn hat die Gleichung 

5) X = ^- ^ yy,{k — y), 

welche auch in den Formen 

6) Tc*x*-\-2{a — kyy* — 2{a — hYliy = Q, 
oder 



V |/2 y V2/ 



gegeben werden kann. 

Es ist diese Bahnprojection also eine h a 1 b e E 1 1 i p s e , die 
wir e nennen wollen, mit den Halbachsen 
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h , a — h 
2 ™' -pi"' 
welche sich beide leicht construiren lassen. 

Die die Halbellipse begrenzende Achse liegt in der Strecke OB 
derartig, dass der eine Endpunkt mit zusammenfallt. 

Welche der beiden Halbachsen die grössere ist, hängt von dem 
Werthe des Ä; ab; es ist nämlich 

wenn 

h > 0,5858 a . 
Für 

h = 0,5858 a 
wird die Balinprojection zu einem Halbkreise. 
Der a;j8^-Projection kommt die Gleicliung 

8) X'= ' j-^ — Yß {h — e) 

zu. Für Letztere gilt das im Anschlüsse an Nr. 5 Gesagte. Es 
ist also diese Bahnprojection auch eine Halbellipse, e\ con« 
gruent c', und mit der begrenzenden Achse so in OG liegend, dass 
der eine Endpunkt nach fallt. 

Die yjgf-Projection hat die Gleichung 

9) z = h — y, 

ist also eine Gerade, 6 , nämlich diejenige, welche die (nicht 
nacli fallenden) Endpunkte derjenigen Achsen verbindet, von 
denen die vorher genannten Halbellipsen e und e' begrenzt sind. 
Aus dem Vorhergehenden folgt, dass der Punkt P in einer 
halben Ellipse, €, läuft, deren Grundriss c', deren Aufriss e' 
und deren Seitenansicht e'\ Die Halbachsen von € haben die 
Werthe 



Es ist mithin 



je nachdem 



Für 



a = -7z= und S = — 7=7-. 
V2 j/2 



"2 
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wird die Halbellipse zu einem Halbkreise. Der Radius des 

Letzteren hat die Länge 

a 

r = — 7=. 

2|/2 

Man unterlasse nichts die vier Linien «', e\ e" und e in die 
Figur einzuzeichnen; am besten mit verschiedenen 
Farben, etwa die drei erstgenannten blau, die letztgenannte roth . 

III. Für die Cosinus der Tangentenwinkel findet maa 
leicht Folgendes : 



10) cos XTj 



u 



11) COSTy= ^-^ -, 

12) cos Tz = COS Ty j 

wobei 

13) u=Va{(a-2k){a — }/2vty + ak^}. 

Wendet man die vorstehenden Gleichungen auf die in der 
Aufgabe genannten besonderen Fälle an, so gelangt man zu 
höchst einfachen Ergebnissen, die sich leicht durch die An- 
schauung bestätigen lassen. Die Aufsuchung derselben möge 
dem Leser dieses Buches überlassen bleiben. 

Anmerkung. Da vt durch a?, y oder z ersetzbar ist (laut 
Nr. 1, 2, oder 3), so können die Cosinuswerthe der Winkel Tx, Ty 
und Tz auch so dargestellt werden , dass sie nicht durch die Ge- 
schwindigkeit und die Zeit, sondern durch eine der Coordinaten des 
Punktes P ausgedrückt sind. Es entspricht das aber nicht dem 
Wortlaute der Aufgabe. 

§ 40. Oleichgewicht eines Punktes auf einer doppelt gekrümmten 

Linie. 

Die starre Bahn sei gegeben durch die Gleichungen 

1) y = f(x) und 2) z = q){x) 
ihres Grundrisses, bezüglich Aufrisses. Der auf ihr bewegliche 
Punkt möge von beliebigen Kräften beeinflusst werden. 

Man soll zunächst die für das Gleichgewicht des Punktes 
geltende analytische Bedingung ermitteln und angeben, 
wie unter Benutzung derselben diejenigen Stellen bestimmt werden 
können, an denen das Erstgenannte herrscht. 
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Hierauf soll das Gefundene auf die Schnittlinie eines Kugel- 
octanten und einer Cylinderfläche Anwendung finden unter 
der Voraussetzung^ dass der bewegliche Punkt der Einwirkung 
dreier Kräfte unterliegt, welche, im Sinne der positiven Coordinaten 
des rechtwinkligen Systems, proportional x, bezüglich y und js sind, 
für x = y = 0=^1 aber die Intensitäten Ay B und C haben. Die 
Cylinderfläche soll, der jef- Achse parallel, über einem in der oJJ^-Ebene 
liegenden Halbkreise stehen, dessen begrenzender Durchmesser 
mit der o;- Achse so zusammenfällt, dass der eine Endpunkt des 
letzteren sich im Coordinatenanfange befindet. Der Kugeloctant 
möge, mit dem Badius a, um den letztgenannten Punkt beschrieben 
sein. Der Durchmesser des vorher bezeichneten Halbkreises sei 
ebenfalls gleich a. 

Lösung. Wir ersetzen die auf den Punkt wirkenden be- 
liebigen Kräfte durch drei im Sinne der positiven Coordinaten 
thätige, die U, V und W heissen mögen. Ferner denken wir 
uns den Widerstand , welchen die starre Bahn leistet , vertreten 
durch eine senkrecht zu der letzteren sich äussernde Kraft JY. So- 
dann drücken wir analytisch aus, dass die vier Kräfte sich gegen- 
seitig aufheben und finden auf diesem Wege 

als Gleichgewichtsbedingung. (Näheres : Fuhrmann, Aufgaben 
aus der analytischen Mechanik, S. 28 der 2. Auflage des I. Theiles.) 

Durch Verbindung der Gleichungen Nr. 1 , 2 und 3 ergeben 
sich die Coordinaten derjenigen Stellen der Bahn, an welchen sich 
der Punkt im Gleichgewichte befindet. 

In dem genannten besonderen Falle liegen diese Stellen 
da, wo die starre Schnittlinie sich in der a;;Sf-Ebene befindet, und bei 

*^ ^ 2(^-JB)' 

Der letztgenannte Werth ist, aus naheliegendem Grunde, nur brauch- 
bar, wenn er positiv läusfUUt. *) 

§ 41. Linien gleicher Anziehung. 

Ein fester Punkt, C, dessen Coordinaten (a, b und c) in Be- 
zug auf ein räumliches, rechtwinkliges System man kennt, wirke 

*) Man beachte die am Fasse der Seite 60 stehende Bemerkung. 
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nach dem Newton'Bchen Gesetze anziehend auf die Punkte 
einer Fläche. Die Gleichung der Letzteren möge in der Form 

1) z^f{x,y) 

gegeben sein. 

Man zeige; wie sich die Art derjenigen Linie ermitteln 
lässt, auf der die Flächenpunkte liegen, welche von G eine gleich 
grosse (vorgeschriebene) Anziehung erfahren. 

Hierauf gebe man an, wie die Lagen, bezüglich Längen, der 
Tangenten, Normalebenen und Krümmungshalb- 
messer jener Curve gelinden werden können. 

Endlich wende man Alles auf einen geeigneten besonderen 
Fall an, dabei voraussetzend, dass der anziehende Punkt sich im 
Coordinatenan fange befinde. 

C. 

FLÄCHEN. 

§ 42. Ableitang nnd geometrische Deutung einer Beziehung 

zwischen drei beobachteten Grössen. 

Bei irgend einem Vorgange hängt eine veränderliche Grösse, 
die wir z nennen wollen, von zwei anderen Variabelen, die x und 
y heissen mögen, in zunächst noch nicht bekannter Weise ab, es 
ist also 

wobei aber die Natur der Function f erst ermittelt werden muss. 

Um hierfür Material zu gewinnen, stellte man sehr sorgfaltige 
Versuche*) (die für fehlerfrei gelten sollen) derartig an, dass zu- 
nächst stets y = war und fand : 

für x = Q, 1, 2, 3, 4, ist z = 0, 1, 4, 9, 16. 
Sodann veranstaltete man eine zweite Reihe von Experimenten der- 
artig, dass stets ^ = 1 war und fand : 

für x = 0, 1, 2, 3, 4, ist z=lj 2, 5, 10, 17. 
Hierauf eine dritte Reihe, für y = 2\ dieselbe ergab: 

für x = 0, 1, 2, 3, 4, ist z==^, 5, 8, 13, 20; 
eine vierte, fiir ^ = 3, welche lieferte: 

für x = 0, 1, 2, 3, 4, ist z = % 10, 13, 18, 25; 



') Vergl. §§ 21 und 22. 
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endlich eine fünfte, für y = 4 , welche erkennen Hess : 

für x = 0, 1, 2, 3, 4, ist ^ = 16, 17, 20, 25, 32. 

£s soll nun 

I. deus dem Vorgänge zu Grunde liegende Gesetz gefunden, 
nämlich diejenige Gleichung ermittelt werden, welche sämmt- 
liehen oben angegebenen Beobachtungen entspricht. Dabei 
möge die Voraussetzung gelten , dass jenes Gesetz die all- 
gemeine Form 

2) £? = Aj + a^x + f^^ix)^ + hy + ^ay* 
habe. 

Man soll dann 

II. die gefundene, das Gesetz ausdrückende Gleichung auffassen 
als diejenige einer auf rechtwinklige Coordinaten bezogenen 
Fläche und für diese, nachdem die Art derselben bezeichnet 
worden ist, berechnen: 

d) die Gleichung der Tangentialebene; 
ß) die A b 8 c h n i 1 1 e , welche letztere auf den drei Co- 

ordinatenachsen bildet ; 
y) die Winkel , welche die Flächennormale mit den 

letztgenannten Geraden einschliesst ; 
auch soll man angeben, wie sich das unter ß) und y) Ge- 
fundene construiren lässt. 

Lösung. Aus den Werthen der oben genannten Beobach- 
tungen ergiebt sich leicht: 

3) z = x^ + yK 
Da das einen besonderen Fall von 

bildet, nämlich den Fall 

5) a = 6 = |, 

so ist die das Gesetz Nr. 3 darstellende Fläche ein Umdrehungs- 
paraboloid, dessen Achse mit der ;sr- Achse zusammenfallt, dessen 
Scheitel im Coordinatenanfange liegt und welches den Halbpara- 
meter ^ besitzt. 

Die Tangentialebene dieses Paraboloids hat die Gleichung 

6) ;f«^+f«'?— 7^=1' 

wobei hier und im Folgenden, laut Nr. 5, a = 2 ist? was zunächst 
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nicht eingesetzt werden möge, damit die Richtigkeit der Dimen- 
sionen und die Construirbarkeit besser hervortrete. 

Auf den Coordinatenachsen bildet die Tangentialebene die 

Abschnitte 

-V . aa az 

7) — , — , —ts, 

X y 

Endlich hat man für die unter y verlangten Winkel f^ i Vy 
und Vz der Normale: 

X 



8) cos v-i 



)/a(a+23y 



9) cos Vy = — 



10) cos Vz = -\- 



Va{a + 2zy 



a 



Die Art der Construction der unter Nr. 7 bis 10 stehenden 
Werthe ist selbstverständlich; man unterlasse aber nicht, dieselbe 
für einen geeigneten Punkt der Fläche durchzufuhren. 

§ 43. Das Mariotte-Oay-Lassac'sche Gesetz. 

Wenn ein Gas unter dem Drucke p^ und bei der Temperatur 
das Volumen Vq hat, so besitzt es, nach den Gesetzen von 
Mariotte und Gay-Lussac,*) unter dem Drucke p und bei 
der Temperatur t das Volumen 

1) « = «0^(1 + Ä0, 

wobei, nach Regnault, 

2) * = 0,003665 **) 

und wobei ferner p^ und p auf die Flächeneinheit bezogen sind. 
Setzt man 
3) P = Xy t = y, vz=z, VqPq=c, 

so lautet das obige Gesetz : 

X 

Es sollen nun x, y und z (also der Druck, die Temperatur und 



*) Oder Boyle und Dal ton. Man beachte die dem § 25 (am Fusse 
der Seite 49) beigefügte Anmerkung. 

**) Für atmosphärische Luft und Wasserstoff; näherungsweise für 
alle permanenten Gase, Kohlensäure und Wasserdampf. 
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das Volumen) als rechtwinklige Coordinaten aufgefasst 
werden. Dann bedeutet die Gleichung Nr. 4 eine Fläche, die 
wir die Mariotte-Gay-Lussac'sche Fläche nennen 
wollen. 

Für diese Fläche soll man berechnen {x und z positiv 
voraussetzend, im Übrigen aber ohne Rücksicht auf die das Mariotte- 
Gay-Lussac'sche Gesetz beschränkenden Bedingungen) : 

I. die Natur der drei Spuren (also der Schnitte oder Be- 
rührungen mit den Coordinatenebenen) ; 
IL die Art derjenigen Schnittlinien, welche durch Ebenen 
erzeugt werden, die den drei Coordinatenebenen in den Ab- 
ständen 

parallel liegen ; auch den geometrischen Ort der Scheitel der- 
jenigen dieser Schnittlinien , deren Ebenen der X0' Ebene 
parallel sind ; 

III. die Gleichung der Tangentialebene für den allgemeinen 
Flächenpunkt xyz und die Grösse derjenigen Abschnitte 
(^? ßy Y) welche jene berührende Ebene auf den drei Co- 
ordinatenachsen bildet ; auch soll angegeben werden, wie sich 
diese Abschnitte construiren lassen. 

Man soll femer 

IV. die Cosinus werthe derjenigen Winkel {y^, Vy, v^ unter denen 
die Flächennormale gegen die Coordinatenachsen ge- 
neigt ist, berechnen und zeigen, wie jene Winkel construirt 
werden können. 

Desgleichen soll man 

V. die Mariotte-Gay-Lussac'sche Fläche für den besonderen 
Fall 

zur Anschauung bringen, indem man 

a) die ic^sf-Spur zeichnet, durch Ermittelung der zu 

^ = ^, Y> T? 1? 2, 3, 4 
gehörenden Ordinaten, 

b) denjenigen Schnitt darstellt (für dieselben x) welcher in 
dem Abstände Äj = 150 der iC;8?- Ebene parallel liegt, 

c) diejenigen sieben Schnitte, welche in den unter a genannten 
Abständen (|, |^, .... 4) der ^;&- Ebene parallel liegen. 
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Endlich sollen 
VI. für denselben besonderen Fall (vq = 1, Po = 1) berechnet 
werden 

a) diejenigen Strecken ; welche die in dem Punkte 

x=l, y = Oy j2f=l 
berührende Ebene auf den drei Coordinatenachsen bildet^ 

b) die Cosinus derjenigen Winkel, welche die Normale da- 
selbst mit den Achsen einschliesst. 

Lösung. I. Die xy-Spur der Fläche hat die Gleichung 

5) ^=-T' 

ist also eine Gerade (die wir s nennen wollen) welche in dem 

Abstände tT > d. i., abgerundet, — 273, der aj-Achse parallel liegt. 

Die ÄJj^- Spur ist eine gleichseitige Hyperbel (welche 
p heissen möge). Ihre Asymptoten fallen mit den Achsen der x 
und zusammen. Der Scheitel steht um 

6) a=y2~c 

vom Coordinatenanfange ab ; es ist also diese Strecke die Länge 
der Halbachse. 

Die ^j^-Spur ist eine Gerade (welche wir ^ nennen) in dem 

Abstände ~ der jgf- Achse gleichgerichtet. 

fc 

IL Der im Abstände h^ parallel zur ^ry- Ebene erzeugte 

Schnitt hat die Gleichung 

Er ist also eine .Gerade, welche auf der in der Höhe js = hi 
liegenden Parallele zur ic- Achse die Strecke 

8) ..=i 

abschneidet, und auf derjenigen zur ^- Achse, in derselben Höhe, 
die Strecke 

9) '^^=-T- 

Man darf sich hiernach die Fläche beschrieben denken durch 
eine Gerade, welche auf der Hyperbel p und der Geraden t so 
gleitet, dass sie immer der ic^- Ebene parallel bleibt. 
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Der Schnitt; parallel zur :z;;er- Ebene im Abstände h^, ist (was 
sofort aus der betreffenden Gleichung folgt) eine gleichseitige 
Hyperbel. Ihre Asymptoten sind die durch die Schnittebene 
erzeugten Parallelen zu den Coordinatenachsen. Die Halbachse 
hat die Länge 

10) a^ = \/2c(T+kh^ . 

Jeder parallel zur ^jsr-Ebene (im Abstände Äg) erzeugte Schnitt 
ist eine Gerade ^ welche die Strecken 

11) «3=-T' ^»=i 

auf den Parallelen zur ^-Achse, bezüglich ier-Achse^ abschneidet. 

Man darf sich also , zweitens , die Fläche auch durch eine 
Gerade beschrieben denken^ welche^ auf der Hyperbel p und der 
Geraden s gleitend, der ^jsr- Ebene parallel bleibt. 

Die Scheitel derjenigen Schnittlinien, deren Ebenen der 
o?;?- Ebene parallel sind (also der unendlich vielen gleichseitigen 
Hyperbeln) bilden eine gemeine Parabel, welche 7t heissen 
möge. Ihre Achse fallt mit der j^-Achse zusammen. Der Scheitel 

liegt in dem Abstände — vom Coordinatenanfange , also im 

tC 

Schnittpunkte der Geraden s und f. Der Halbparameter hat die 
Länge 

12) q = ck. 

Es kommt von der Parabel nur die eine Hälfte in Betracht. 

Man darf sich also, drittens^ die Fläche durch die Peripherie 
einer veränderlichen gleichseitigen Hyperbel beschrieben denken, 
welche mit ihrem Scheitel auf einer festen Leitparabel, nämlich der 
soeben genannten , derartig gleitet ; dass die Hyperbelebene der 
xis-Ebene parallel ist und der Asymptotenschnittpunkt in der ^-Achse 
liegt. 

Dem Vorausgegangenen entnimmt man leicht, dass die das 
Mariotte-Gay-Lussac'sche Gesetz darstellende Fläche ein hyper- 
bolisches Paraboloid ist (von welchem jedoch nur zwei 
Octanten in Betracht kommen). Es kann das auch schon — ohne 
Untersuchung der Spuren und der Schnitte — aus der Form der 
Gleichung Nr. 4 ersehen werden. 

Der Scheitel des Paraboloids liegt in dem Schnittpunkte der 
Geraden s und t; die Achse fallt mit der ^-Achse zusammen und 



n 
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die oben genannte Parabel tt ist die Leitlinie für den Scheitel der 
die Fläche beschreibenden gleichseitigen Hyperbel. 

III. Die in dem allgemeinen Flächenpunkte xyz berührende 
Ebene hat die Gleichung 

13) {^ — x)z-{7j^y)ch+{i:—z)x=0, 

wobei mit ^^ rj und ^ die Coordinaten des allgemeinen Punktes 
der Tangentialebene bezeichnet sind. 

Es kann diese Gleichung auch in der Form 

14) z^ — 01^71 + xl; = c{2 + hy) 
gegeben werden. 

Laut Nr. 14 haben die Abschnitte a, ß und y, welche die 
berührende Ebene auf den drei Coordinatenachsen bildet, die Werthe 

c (2 -f- hy) 



15) a. 

16) ß = 

17) Y = 



z 
2 + ky 
Je 
c{2 + Jcy) 



X 

Dieselben lassen sich sehr leicht construiren, wenn man be- 
achtety dass h durch die Gleichung Nr. 2 gegeben ist, c aber aus 
der xZ'^^xa der Fläche entnommen werden kann. 

IV. Für die Cosinus derjenigen Winkel, welche die Flächen- 
normale mit den Coordinatenachsen bildet, findet man leicht: 

18) cos ^x = , ? 

19) cos Vy = — 



Vx^ + z^ + c^h^ 



20) cos Vz = . 



X 



yx^ + z^ + cn^' 

Da sich der Wurzelwerth bekanntlich aus den Strecken x, Z 
und ck construiren lässt, so ist auch die graphische Darstellung 
der Winkel Vx» ^y ^^^ ^z (gemäss 18 bis 20) selbstverständlich. 

V. In dem besonderen Falle 

^0 = 1; ^^0 = 11 
haben die zu 

21) rr=:f,Y?4>l>2,o,4 
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gehörenden Ordinaten der a;;?-Spur die Wertlie 

22) ^ = 4, 2, f, 1, ^f ^ , ^ . 
Die in dem Abstände 

h, = 150 
liegende Schnittlinie hat die Gleichung 

23) XZ= 1,54975 , 

also die Halbachsenlänge )/3,0995 • Den zu Nr. 21 gehörenden 
Ordinaten kommen die Werthe 

24) ;2f = 6,199 bis ;e;=: 0,387 
zu. 

Man zeichne die zu 21 bis 24 gehörenden beiden Hyperbeln, 
hierbei bezüglich der y- Achse eine Verkürzung benutzend, die 
auf etwa ^\ der wahren Längen herabdrückt. Ferner zeichne man 
die früher genannten Geraden s und t ; endlich die unter V, c, in 
der Aufgabe verlangten 7 Schnitte. Es giebt das ein deutliches 
Bild der Fläche, besonders dann, wenn verschiedene Farben 
benutzt werden. 

VI. Die in dem Punkte 

x=:l, y = Oj 0=1 
berührende Ebene schneidet auf den Coordinatenachsen die Strecken 

25) a = 2, /? = — 546, y = 2 

ab. Ferner haben die Cosinus der Neigungswinkel der Normale 
die Werthe 

1 



26) cos Vx = 



27) cos Vy = 



/2,00001343 ' 
0,003665 



/ 2,00001343' 
28) cos V2 = cos Vx. . 

Hiemach sind die Winkel Vx uiid v^ sehr wenig grösser als 
45**, Vy ist etwas grösser als 90®. Das stimmt mit der An- 
schauung. 

§ 44. Seitenstlicke zu dem vorigen Gesetze. 

Wenn in dem anal3i;ischen Ausdrucke eines naturwissenschaft- 
lichen Satzes drei veränderliche Grössen vorkommen, wie 
z. B. in dem Mariotte-Gay-Lussac'schen Gesetze (§ 43), so lässt 
sich jener Satz durch eine Fläche geometrisch darstellen, indem 
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man die Veränderlichen als Coordinaten des allgemeinen Punktes 
der Fläche auffasst. 

Welche Art von Coordinaten man hierbei mit Vortheil be- 
nutzen wird; ist Sache des besonderen Falles, hängt nämlich von 
der Natur des betreffenden Satzes ab. 

Solche den Naturwissenschaften angehörende Sätze zu nennen 
und einige derselben geometrisch zu behandeln — etwa so , wie 
es im vorigen Paragraphen bezüglich des Mariotte-Gaj-Lussac'sclien 
Gesetzes erfolgt ist — möge hiermit empfohlen sein. 

§ 45. Gleichgewiclit eines Punktes auf einer Fläclie. 

Die starre Fläche sei, bezogen auf ein rechtwinkliges System^ 
durch die Gleichung 

1) z=f{x,y) . 

gegeben ; der auf ihr bewegliche Punkt, P, möge von beliebigen 
Kräften beeinflusst werden. 

Man soll zunächst die für das Gleichgewicht des Punktes 
geltenden analytischen Bedingungen ermitteln und an- 
geben, wie unter Benutzung derselben diejenigen Stellen bestimmt 
werden können, an denen das Erstgenannte herrscht. 

Hierauf soll das Gefundene auf den besonderen Fall 
angewendet werden, in welchem die führende Fläche diejenige eines 
dreiachsigen Ellipsoids ist und auf den Punkt drei un- 
veränderliche Kräfte, A^ B, C, wirken. Letztere sollen 
parallel zu den Coordinatenachsen , und in jedem Octanten nach 
aussen, thätig sein. Die Ellipsoidßäche möge ihren Mittelpunkt 
im Coordinatenanfange haben; die Halbachsen, a, &, Cy sollen mit 
den Achsen der x, y und z zusammenfallen. 

Lösung. Wir ersetzen die auf P wirkenden beliebigen 
Kräfte durch drei im Sinne der positiven Coordinaten thätige, die 
J7, V und W heissen mögen. Femer denken wir uns den durch 
die Fläche geleisteten Widerstand durch eine Kraft, Nj vertreten, 
welche senkrecht zur Ersteren sich äussert. Die von N und den 
Achsen des Coordinatensystems gebildeten Winkel nennen wir 

Sodann drücken wir analytisch aus, dass die vier Kräfte, 
?7, F, TF, iV^, sich gegenseitig aufheben. Dadurch ergeben sich 
die Gleichungen 
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2) u + W%^ = 

und 

3) r+w^=o 

als Bedingungen für das Gleichgewicht. (Näheres: 
Fuhrmann^ Aufgaben aus der analytischen Mechanik , 8. 31 
der 2. Aufl. des I. Theiles). 

Verbindet man Nr. 1, 2 und 3, so liefern sie die Coordinaten 
derjenigen Flächenstellen, an welchen der Punkt P im Gleich- 
gewichte ist. 

Für den in der Aufgabe genannten besonderen Fall 
ergeben sich die Werthe 

4) x = ± 



5) y = ± 

6) ^ = ± 






R ' 
wobei, zur Abkürzung, 

7) yÄ^äJ+WW+CH^==R 

gesetzt ist, als Coordinaten jener Gleichgewichtsstellen. *) 

§ 46. Die BeleuGhtung gesetzmässig gestalteter Flächen. 

Die einfachste Art der Beleuchtung ist die durch parallele 
Lichtstrahlen, deren Wirkung von der Länge der Strahlen nicht 
abhängt , also die sogenannte Parallelbeleuchtung. Sie 
stimmt mit der durch das Sonnenlicht bewirkten nahezu überein. 

Man unterscheidet wahre und scheinbare Beleuchtung. 

Die Erstere ist die auf der betreffenden Fläche thatsächlich vor- 
liegende, hängt also nur ab von der Intensität, JT, des beleuchtenden 
Bündels (paralleler Strahlen) und von der Stellung der Flächenelemente 
gegen die Richtung jenes Bündels, also von dem Winkel, a, den 
die Lichtrichtung mit der Flächen normale bildet. 

Die scheinbare Beleuchtung hingegen ist diejenige, welche 
nicht nur von K und a abhängt , sondern auch von der Seh- 
richtung des Beobachters. 



*) Man beachte die am Fusse der Seite 60 stehende Bemerkung. 

Fährmann^ Anwendangen d. lufiDitesimalrechnung. Th. I. 6 
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Die auf einer Fläche vorhandenen Linien gleicher 
wahrerBeleuchtungsintensität nennt man Isophoten; 
die Linien gleicher scheinbarer Beleuchtungs- 
intensität — oder: gleicher Helle — heissen Isophengen. 
Auf Grund des Vorstehendem löse man folgende Aufgabe : 
Eine Fläche ist, bezogen auf ein rechtwinkliges Coordinaten- 
system, durch die Gleichung 

1) F{x,y,0) = O 

gegeben. Ein Lichtstrahlenbündel, welches die Intensität K hat 
und dessen Richtung mit den Achsen der x, y und z die Winkel 
(Tx 7 Oj und (Ta bildet, beleuchtet jene Fläche. 

I. Es soll die Beleuchtungsintensität L des an der allgemeinen 
Stelle x^ y^ z befindlichen Flächenelementes berechnet werden. 
Hierauf soll man angeben, wie die Gleichungen der Projectionen 
derjenigen Isophote sich finden lassen , welche der (zwischen 
-f- K und" — K befindlichen) Beleuchtungsintensität C (z. B. 0,5 K) 
entspricht. Das Gefundene soll auf die Grenzisophote, also 
auf die Licht und Schatten scheidende Linie, angewendet werden. 

II. Man soll augeben, was an dem unter I. Ermittelten sich 
ändert, wenn die Gleichung der beleuchteten Fläche in der Form 

2) g = f(x,!,), 

Statt in der Form Nr. 1, gegeben ist. 

III. Die Vereinfachungen, welche bezüglich der unter I und II 
erhaltenen Beleuchtungsintensitäten (L) sich einstellen , wenn die 
Lichtrichtung der rc;2?- Ebene des Coordinatensystems parallel ist, 
sollen genannt werden. 

IV. Es ist anzugeben, welche Werthe in das unter III Ge- 
fundene einzuführen sind , wenn man zu den Gleichungen der 
Isophotenprojectionen einer Kugelfläche gelangen 
will, welche mit dem Halbmesser a um den Coordinatenanfang be- 
schrieben ist. 

Lösung. I. Für die Beleuchtungsintensität des 
Flächenelementes xyz hat man zunächst : 

3) L = KcoBa, 

Hierauf ist zu beachten , dass a sich durch (7x, (Ty, Gz und durch 
diejenigen Winkel, Vx, Vy, Vz, ausdrücken lässt, welche die Normale 
des Elements mit den Achsen der x, y, 3 einschliesst. Ferner 
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hat man sich zu erinnern , dass die letztgenannten Winkel Fanc- 
tionen der partiellen Differentialquotienten von F sind. Das 
führt auf: 

Die Gleichungen der Projectionen derjenigen I s o - 
phote; welche der Beleuchtungsintensität C entspricht, ergeben 
sich folgendermassen : man setzt in Nr. 4 

5) Z = C, 

nimmt zu der dadurch gewonnenen Gleichung (die im Allgemeinen 
eine Fläche darstellt) Nr. 1 und eliminirt aus beiden entweder Zy 
oder y, oder x. Die Gründe sind selbstverständlich. 

Für die Grenzisophote folgen die Gleichungen der Pro- 
jectionen aus Nr. 1 und aus 

^^ -DF. 7>F , OF ^ 

) cos Ox — r cos Oy — \- cos (T, = 

^ Ox <>y 7>z 

durch die soeben genannten Eliminationen. 

II. Ist die beleuchtete Fläche durch Nr. 2 gegeben, so tritt 

"dz "dz 

cos öz — cos Gy ^ COS (Tx 



an die Stelle von Nr. 4. 

Für L=Cj ist das die Gleichung der a? y - Projection der zu 
der letztgenannten Beleuchtungsintensität gehörenden Isophqte. Die 
den beiden anderen Projectionen zukommendeA Gleichungen folgen 
aus 2 und 7 durch die entsprechenden Eliminationen. 

Der Grundriss der Grenzisophote hat die Gleichung 

7>z 'dz ^ 

8) cos (Tjs — cos (Ty cos Ox z— •= ; 

^ c>y 7>x 

aus ihr und aus Nr. 2 ergeben sich die den beiden anderen Pro- 
jectionen dieser Grenzlinie angehörenden Gleichungen. 

III. Wenn die Lichtrichtung der xz-Ehene des Coordinaten- 
systems parallel ist, so geht Nr, 4 über in: 



g4 Linien und Flächen. 

cos (Tx — h sin Ox -zr- 

9) L = E '"' "' 



>/(ll)"+(lf)'+(lf)' 
und an die Stelle von Nr. 7 tritt: 

sin (Tx — cos Ox — 

10) i=jr ^^ 



^©'+0-:)+' 



IV. Will man die Gleichungen der Isophotenprojectionen der 
in der Aufgabe genannten Eugelfläche erhalten, so muss man 
mit Nr. 9 die Gleichung 

11) x^ + y^ + z^ — a^==0, 
oder mit Nr. 10 den Werth 

12) = ±)/a^ — x* — y^ 

verbinden, also die aus 11, bezüglich 12, sich ergebenden partiellen 
Differentialquotienten für Nr. 9, beziehentlich 10, benutzen, — 

Näheres über das Vorstehende: Burmester, Theorie und 
Darstellung der Beleuchtung ; 1871 ; § Ij 2 und 28. Ferner über 
die scheinbare Beleuchtung und über die Isophengen der 
Flächen im § 58 desselben Werkes. 



Capitel III. 

VIELDEUTIGE SYMBOLE, 



§ 47. Drei einleitende Au^ben. 

A. 

Es wurde auf irgend eine Weise gefunden , dass zwei ver- 
änderliche Grössen , y und z , von einer dritten , x , nach den 
Gleichungen 

1) y = Vx + 2—V3 
und 

2) = V2x + 3 — Vb 
abhängen. 

Der Werth des Verhältnisses v jener beiden Grössen y und g 
soll für den besonderen Fall 

3) x=l 
berechnet werden. 

Lösung. Die Gleichung 

Vx + 2 — V3 



4) 
giebt zunächst: 

5) 



v = 



V2x + 3—Vb 







0' 



also etwas Unbestimmtes. 

Einem bekannten Satze der Differentialrechnung folgend, *) 



fasst man die rechte Seite von Nr. 4 in der Form 



(fix) 

f (x) f (1) 

rechnet . ^ und , ^ . Das fahrt zu dem Ergebniss: 
q> (X) q> (1) 



auf. be- 



*) Schlömilch, Compendium der höheren Analysis, Bd. I, Seite 140 
der 2. — 5. Auflage. 
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6) t;x = i = iVl5 = 0,6455, 

wobei die letztgenannte Zahl auf 4 Decimalstellen abgerundet ist. 

B. 
An Stelle der Gleichungen Nr. 1 und 2 liegen die Beziehungen. 

7) y = hx^ 

und 

8) 0=1 — C08 0? 

vor. Es soll, wie unter A, das Verhältniss 

y 

v = — 

z 

berechnet werden, jedoch für den Fall 

ä; = 0. 
Lösung. Aus 

hx'^ fix) 



9) v = 



cos X q> (x) 



folgt zuerst : 



no) ^ 

9^(0) • 
f (^) f (0) 

Berechnet man -—. — und , ^ , so ergiebt sich nochmals Un- 

<p\x) (p\0)' ^ 

bestimmtes, nämlich — . 

Die Zuhilfenalime von ^, , oder auch des Satzes 

q) (x) 



10) Lim^ = l, 6 = 0, 



giebt : 

11) v^=.o = 2b. 

Anmerkung. Der Satz 10 kann auch dazu dienen , um 
Nr. 11 aus 9 ohne Differentiation abzuleiten. Man unter- 
lasse nicht, Das nachzuweisen. 

C. 

Es wurde gefunden , dass von drei beobachteten positiven 

Grössen die erste immer der natürliche Logarithmus, die zweite 

stets die m*® Potenz der dritten ist (wobei m eine positive, con- 

stante, endliche, von Null verschiedene Zahl bedeutet). Man soll 
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das YerhältnisS; v, (\er beiden erstgenannten Grössen fiir den Fall 
berechnen; in welchem die dritte unendlich gross ist. 

Lösung. Wird die letztgenannte Grösse mit bezeichnet^ 
so hat man 

12) v = ^i = f^^ 

und 

13) ^2=^ = — . 

00 

Dieser unbestimmte Werth darf bekanntlich so behandelt 

werden, wie -^. (Vergl. die Lösung unter A.) Thut man das, 

f^ (3^ f' ( cc^ 

berechnet also —j—— und —r- , so ergiebt sich (an Stelle von 

5P {^) 9 ( 00) 

Nr. 13) : 

14) v, = a. = 0. 



§ 48. Anziehung einer Geraden. 

Eine Gerade A JB (von der Länge 6, dem Querschnitte q und 
der Dichtigkeit e) zieht einen materiellen Punkt P, welcher die 
Masse 1 hat, an. 

Der Punkt liegt, wie die ^- ^^• 

Figur Nr. 12 es zeigt und Ä B -P 

derartig, dass JB P gleich a ist. 

Die Anziehung, X, erfolgt proportional der Masse und umgekehrt 
proportional der w*®° (nämlicli irgend einer ganzen positiven) Potenz 
der Entfernung. Dann ist, wie die Physik oder Mechanik lehrt, 

wobei Je den „Anziehungscoefficienten^^ bedeutet, also eine bekannte 
CoDstante. 

Es soll aus der Gleichung Nr. 1 derjenige Werth von X 
berechnet werden, welcher vorliegt, wenn die Anziehung der 
ersten Potenz der Entfernung umgekehrt proportional, wenn also 
n gleich 1 ist. Dabei sind a, b, h^ q^ e als endliche und von 
Null verschiedene Grössen vorausgesetzt (was sich theilweise von 
selbst versteht). 



/•(i) _ 

9(1) 0' 
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Lösung. Die Gleichung Nr. 1 hat die Form 

2) X = kqB^. 
wobei 

3) 

also unbestimmt, ist. 

Die Berechnung von . ^ und , ^^^ liefert: 

<p (ii) q> (1) 

4) X=hqel'^-. 

^ a 

§ 49. Anziehung eines Kegels. 

Die Anziehung, welche ein homogener Kegel nach dem Newton'- 
schen Gesetze auf einen Punkt P, von der Masse 1, ausübt, der 
in der Kegelachse, oberhalb der Spitze, liegt, ist 

1) A = 2nlceh}^l--,\j^l ^^^^^ - + c^v\y 

Dabei bedeutet v den Abstand des angezogenen Punktes von 
der Kegelspitze, c den vom Umfange der Grundfläche, s die Länge 
der Kegelseite, während die übrigen Buchstaben Grössen bezeichnen, 
auf die es jetzt nicht ankommt. (Näheres : Fuhrmann, Auf- 
gaben aus der analytischen Mechanik, T. I, Nr. 146 der 2. Aufl.) 

Wie gross ist die Anziehung A^ wenn v zu Null wird, wenn 
P also mit der Kegelspitze zusammenfallt? 

Lösung. Es nimmt, für t; = 0, nur der Ausdruck 

^^h^v^ h^ + ahJrCS 
^ hs (h-{'S)v 

einen unbestimmten Werth an. Letzterer hat die Form Qo . 

Wandelt man diese um in — und verfahrt so, wie es im 

00 

§ 47, unter C, zwischen Gleichung 13 und 14, angegeben wurde, 
so ergiebt sich : 

3) ?7v = o = 0. 

Mithin ist 

4) Äy = o = 27tJc€hll [. 



r 
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§ 50. Drei Aufgaben, welche eine Fallbewegung betreffen. 

A. 
Wenn ein Körper ohne Anfangsgeschwindigkeit, aus nicht sehr 
bedeutender Höhe, nach der Erde zu fallt, und die Luft dem 
Quadrate der Geschwindigkeit proportional widersteht, so muss er, 
wie die Mechanik lehrt, aus der Höhe 

1) J^ = ArJ ^ 



kommen, wenn er mit der Geschwindigkeit u auftreten soll. Dabei 
bedeutet g die Beschleunigung der Schwere und k^ ist die Ab- 
kürzung für — , wobei fi denjenigen Luftwiderstand bezeichnet, 

welcher für die Einfielt der Geschwindigkeit vorliegt. (Näheres : 
Fuhrmann, Aufgaben aus der analytischen Mechanik , T. II, 
Nr. 32 der 2. Aufl.) 

Es soll aus der Gleichung Nr. 1 abgeleitet werden, wie gross 
die Höhe h sein müsste, wenn kein Mittelwiderstand 
da wäre. 

Lösung. Wirkt kein Widerstand, so ist ^u = , daher auch 
Ä = 0. Man hat dann, laut Gleichung 1, zunächst : 
2) Äk = o==ooO. 

Die weitere Behandlung liefert -^ und schliesslich 



.3) ^^=-' = 2g' 

also den aus der Lehre vom widerstandslosen Falle allgemein be- 
kannten Satz. 

B. 

Bei der unter A bezeichneten Bewegung hat die zu der Zeit t 
herrschende Fallgeschwindigkeit den Werth 

_ 1 egkt — e-^^^ 

wobei e die Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet. 

Was giebt die Gleichung Nr. 4 für den Fall, dass kein 
Luftwiderstand stattfindet ? 

Lösung. Zuerst liefert sie : 

5) t7k = « = -^; 
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bei näherer Durchführung: 

6) Vy,^o=gt. 

C. 

Während der Zeit t wird bei der unter A genannten Bewegung 
die Strecke 

von dem fallenden Körper durchlaufen. 

Man wende auch diese Gleichung auf Ä; = an, 

Lösung. Nr. 7 giebt: 
8) Sk=o = ooO. 

Bringt man auf die Form 

SO ist 

/•(O) ^ 

<p(0) ' 
aber auch 

r(0)_o 

f" (k) 
Die Zuhilfenahme von „ ^-^ führt auf 

g> (*) 

10) s^^,= -^gt^. 

Nr. 6 und 10 sind , wie 3 , bekannte Sätze aus der Lehre 
vom widerstandslos erfolgenden Falle. 

§ 51. Länge der Bahn bei einer Worfbewegimg. 

Wird, in einem nicht widerstehenden Mittel, ein Körper unter 
dem Erhebungswinkel y mit der Anfangsgeschwindigkeit c geworfen, 
so hat die von ihm durchflogene Bahn die Länge 

1) s = — ( sm y + cos^ y l — ' ] , 

^ ^ V cos y / ' 

wobei g die Beschleunigung der Schwere bezeichnet. 

Von dieser Gleichung möge vorausgesetzt werden, dass sie 
aus der Physik bekannt sei. 

Man soll aus Nr. 1 ableiten , wie gross die Bahnlänge ist, 
wenn senkrecht geworfen wird. 



r 
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Lösung. Für y = 90® nimmt das Glied 

2) u = coB^yl — ■ 

^ cos y 

die Form Ooo an. Nähere Untersuchung giebt: 

3) «*y = 900 = 0, 

also 



C» 



§ 52. Gesdiwindigkeit, erzeugt dnrcli die Anzieliuug eines 

festen Punktes. 

Bei einer durch ein anziehendes Centrum veranlassten Be- 
wegung eines Punktes ist die Geschwindigkeit des letzteren 

Dabei bezeichnet b die Intensität des Mittelwiderstandes für i; = 1 ; 
a und c sind constante Grössen , auf deren Bedeutung es hier 
nicht ankommt ; x ist der Abstand von jenem Centrum ; e die 
Basis der natürlichen Logarithmen. (Näheres : Fuhrmann, Auf- 
gaben a. d. analyt. Mechanik, T. II, Nr. 52 der 2. Aufl.) 

Man soll berechnen , welchen Werth die Geschwindigkeit v 
dann hat , wenn kein Mittelwiderstand vorliegt , also b 
gleich Null ist (und die übrigen in der Gleichung 1 auftretenden 
Grössen endliche Werthe haben). 

Lösung. Aus Nr. 1 folgt zunächst : 

2, 
ferner : 

3) 

Dabei ist 

4) 

aber auch 

Nimmt man „ ^- zu Hilfe, so ergiebt sich 
q) (b) 



Vb = o = 


~0' 


"' 2 


■q>(by 


f(o) 





<p(o) 


" 0' 


fio) 
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mithin 



7) Vi,^o = Va(c* — x*). 

§ 53. Das Wachsen der Organismen. 

Bei organischen Processen darf man sich die Art des Wachsens 
etwa so denken , dass jeder entstandene Theil sofort wieder neue 
Theile erzeugen hilft. Das kommt einer Kapital Vermehrung durch 
Verzinsung in unendlich kleinen Terminen sehr nahe. Deshalb 
ist es nicht nur für die Zinseszinsenrechnung, sondern 
auch für die Naturwissenschaften von Interesse, folgende 
Aufgabe zu lösen : 

Wenn ein Capital von G Einheiten (z. B. Mark) zu p Procent 
Zinsen ausgeliehen ist, so hat es am Ende des Jahres, nach dem 
Zinsenzuschlage, den Werth 

erreicht; werden aber die Zinsen in n gleichen Terminen (z. B. 
vierteljährlich) zum Capitale geschlagen und mit verzinst, so ist 
das Capital, wie man sofort erkennt, 

am Ende des l^"" Termines= C( 1 + :r7^), 

\ 100 n/ 



w n n 



3ten 
n 






w n n 



^ten 



Es soll berechnet werden, zu welchem Werthe, W, das Capital C 
in einem Jahre anwächst, wenn 

n = oo 
ist, also wenn die Zinsen stetig (in jedem Augenblicke) 
zum Capitale geschlagen und sogleich mitverzinst werden. 
Lösung. Die Gleichung 



1) ^=<^ + i^)" 
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giebt zunächst: 

2) W„=ao=C.l^ 

also Unbestimmtes. Setzt man 

und formt letzteres um in 

4) w = /'v+iök)==/^ 

so ist 

5) Vn = 00 = 00 . 

Bei nälierer Untersuchung folgt: 

6) t;„ = ^ = — ; 

mithin 

7) Wn^o.= Ce^. 

Während also, falls der p-procentige Zuwachs nur am Ende des 
betreffenden Zeitraumes (z. B. eines Jahres) beigefügt wird y die 
Grösse C auf 



«) ^==^1+4) 



anwächst, erreicht sie, falls die Verzinsung und Zuschlagung in 
unendlich kleinen Terminen erfolgt, den Werth Nr. 7. 

Man versäume nicht, die Gleichungen 7 und 8 auf ein 
Zahlenbeispiel, etwa auf C = 100 und ^^ == 4, anzuwenden. 



Capitel IV. 

MAXIMA UND MINIMA. 



MAXIMA UND MINIMA DER FUNCTIONEN EINER 

VERÄNDERLICHEN. 



a. Einleitendes. 

§ 54. Rechteckformen. 
A. 

Für manche Gebiete der Naturwissenschaften , der Technik 
und des Hochbaues hat es einigen Werth zu wissen, wie ein Recht- 
eck geformt sein muss, damit es bei vorgeschriebenem Inhalte den 
kleinsten Umfang habe; ferner: um wieviel der Letztere 
wächst, wenn von der Form, die den Minimalumfang besitzt, ab- 
gewichen wird, was oft, aus irgend welchen Gründen, unvermeid- 
lich ist. 

Es möge deshalb zunächst folgende Aufgabe gelöst werden : 
I. Ein Rechteck hat den vorgeschriebenen Inhalt «7. Welche 
Werthe, § und rj, muss man seinen Seitenlängen, cc und y, 
geben, damit der Umfang, J7, am kleinsten sei? 
II. Wie gross ist das C/min? 
III. Welchen Betrag hat die Abweichung 

1) ^ = C^K - C^mln , 

wenn an Stelle der unter I gefundenen (das Umin erzeugenden) 
Seitenlänge § ein constantes Vielfaches, etwa das Z:- fache, 
derselben genommen wird ? Wieviel beträgt Ä beispielsweise 
dann, wenn Je gleich i\, y\, i\ oder j\ ist? 
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Lösung. 1. Man hat die Gleichung 

2) iU=x-\-- = f(x). 

Nachdem die Differentialquotienten f (x) und f (x) berechnet 
worden sind, ergiebt sich sofort^ dass 

3) |=V7 

derjenige Werth des x ist, für welchen TJ am kleinsten ausfallt. 

II. Es besitzt mithin das Quadrat den Minimalumfang. Für 
Letzteren hat man: 

4) C7„i„ = 4V7. 

III. Wird x = k^ genommen, so erhält das Rechteck den 
umfang 

5) 



u^=2^—yj. 



k 

Die durch Nr. 1 bestimmte Abweichung vom Minimum 
hat dann den Werth 



6) 



A = 



a - ly 

2k 



u, 



min 



Für die in der Aufgabe genannten besonderen Fälle giebt das : 
-4k = 0,9= 0,56 Procent des ümin? 
-4k = 0,8 = 2,50 
-4k = 0,5= 25,00 
A = 0,2 = 160,00 „ „ „ .*) 



n 



n 






J 



r/ff, 13. 



B 



B. 

Das unter A. Behandelte lässt sich sehr leicht auf diejenigen 
Fälle erweitern, in denen das Rechteck Querlinien hat. 

Dieselben mögen, beispielsweise, 
in der durch die Figur 13 angegebenen 
Weise auftreten. Der Inhalt J des 
Rechtecks AB CD soll wieder vor- 
geschrieben sein. 

Man verlangt diejenigen Werth e, j^ 



*) Für viele der in diesem Capitel folgenden Aufgaben empfiehlt es 
sich, die Berechnung der Abweichungen so durchzuführen, wie es 
im Vorstehenden (unter A, III) geschehen ist. 

Es möge dies auch für diejenigen Fälle Beachtung finden, in denen 
der Wortlaut der betreffenden Aufgabe keine Abweichungenberechnung 
verlangt. 



96 Maxima und Minima. 

§ und T], der Abmessungen ÄB = x und JBC=y, welche die 
Länge, £, der aus dem Umfange JJ und allen Querlinien gebildeten. 
Strecke, am kleinsten machen; auch fordert man den Betrag 

ueS ./^min • 

Die Ergebnisse sollen auf denjenigen besonderen Fall 
angewendet werden, in welchem das Rechteck 100 Quadratmeter 
Flächeninhalt hat. 

Lösung. Es ergiebt sich: 

7) ^ = |J/37, 

8) i? = iK^3J, 

9) L^i„ = 4f/3J. 

Mithin für den genannten besonderen Fall : 

10) ^=11,55 Meter, 

11) ri= 8,66 „ , 

12) L„,in = 69,28 „ , 
auf Centimeter abgerundet. 

Anmerkung. Die hier (unter A und B) dargebotenen 
Aufgaben stehen in naher Beziehung zu Untersuchungen über 
Gebäudeformen, welche der Verfasser dieses Buches 
im 25. Bande des „Civilingenieurs" (S. 135 — 174) ver- 
öffentlich t hat. 

§ 55. Kastenformen. *) 

A. 
Ein Gefass soll in der Form eines geraden rechtwinkligen 
Parallelepipeds so hergestellt werden, dass die Längen der Kanten 

^^^^ AB = xxm^ BC = y (Fig. 14) 

^ sich verhalten wie m : n und dass, 
bei vorgeschriebenem Fassungsraume, 
F, die innere Auskleidungsfläche, 8^ 
'^ also die Summe der Inhalte der vier 
Seitenflächen und des Bodens, am 
kleinsten wird. Zu berechnen ist 

I. wie man die Eantenlängen Xj y und s (nämlich JB F) wählen 

muss, um das Gewünschte zu erreichen ; 
II. welchen Werth das 8min > also die kleinste innere Fläche, hat ; 



*) Man vergleiche § 70, A und B. 
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IIL welcher Nachtheil, N, eintritt; wenn man 

nimmt, statt den (unter I ermittelten) günstigsten Werth 
des zu benutzen. Hierbei soll unter dem „Nachtheil^^ die 
Differenz 

verstanden und derselbe als Bruchtheil des Smin ausgedrückt 
werden. 

Endlich soll man 
IV. das unter I — III Gefundene auf die besonderen Fälle 

m = n und m:n = 2:l 
anwenden. 

Lösung. Für die innere Fläche ergiebt sich leicht : 

1) S=^x^+^-^^^^Z. 

m n X 

ja /72 Si 

Die Werthe der Differentialquotienten -=— und -= — r lehren , dass 

0/ CC CL CO 

dies am kleinsten ist, wenn 



2) :. = //^^-iLV, 



also 
3) l^n(m + n)y: 

und 

Der kleinste Werth jener Fläche hat den Betrag 

5) ^=3^^,_3j/S^. 

m ^ mn 

Wird = y genommen, so erleidet man den Nachtheil 

6) ^=(8£i±i5|7(::^_i)a.,.. 

In dem besonderen Falle 

m = n 

ist 

Fahrmann, Anwendungen d. Infinitesimalrechnung. Th. I. 7 



L 
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= ^^27, 
also = ^x = ^y, 

Amin = 3 a;2 = 3 |/47i 
und, wenn z = y genommen wird, der Nachtheil 

N= 0,0499 Amin , 

also nahezu 5 Procent der kleinsten Fläche. 

Verhält sich hingegen 

m : n = 2 : 1, 
so ist 



Ämin = |^^ = |K36F^ 

und, für = y, 

iV= 0,0175 Smin, 

mithin 1*/^ Procent des Letzteren. 

B. 
Ein mit dünnen Wandungen und dünnem Boden, also 
etwa aus Blech , herzustellendes kastenförmiges Gefäss 
ABCDEFGH, ohne Deckel, (Fig. 15), soll, bei unveränderlicher 

Tiefe ÄJE=^c, das vorgeschrie- 
{/ bene Volumen V erhalten und die 
Form eines geraden rechtwinkligen 
Parallelepipeds haben. Es soll 
ferner mit n Zwischenwänden 
JKLM u. s. f. versehen sein, 
welche der Seiten wand AB FE 
parallel liegen. 

Die Dimensionen JBC=Xj 
AJB = y xandi AJE=c sind so gross, dass die Bodenstärke und 
die Wandstärken vernachlässigt werden dürfen, nämlich die zu dem 
Gefässe nöthige Materialmenge, Jtf, repräsentirt gedacht werden 
darf durch 



Fig. IS. 




1) 



M. = xy-\-'icx-\-'icy'\-ncy 
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(also durch die zum Boden und zu den Wänden nöthige Blech- 
fläche) das Volumen aber durch 

2) V=cxy. 

Zu berechnen ist, mit Benutzung der angegebenen Gleichungen 
för M und F, 

I. wie man x und y wählen musS; damit M am kleinsten 
ausfalle, . 
II. welchen Werth das kleinste M hat, 

III, welcher Nachtheil N (ausgedrückt als Bruchtheil des üfmin) 
eintritt, wenn man x = y nimmt, statt die unter I gefundenen 
Werthe der Dimensionen S C und B A zu benutzen. End- 
lich sind 

IV. die unter I, II und III erhaltenen allgemeinen Resultate 
anzuwenden auf den besonderen Fall, dass das GefUss, 
bei 10 Meter Tiefe, 1000 Cubikmeter fassen und 6 Zwischen- 
wände haben soll. 

Lösung. Es ist 

3) M=^-^2cx-\-(n + 2)^. 

Die beiden ersten Differentialquotienten von üf, nach Xj lehren, 
dass dies am kleinsten wird, für 



4) 

mithin, wenn 



.=|/i^ 



+ 2) F- 



2c 



5) , = K, '" 



(w + 2)c' 
d. h., falls 

6) x:y = n + 2:2. 

Dann hat M den Werth 

c 
Der Nachtheil 

ist ausgedrückt durch die Gleichung 

9) NJ-^^tlzzß:MM,.... 

|/F+2c|/2(n + 2)c 



L 
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In dem unter IV genannten besonderen Falle ist 

ir = 20 Meter, 
y = b Meter, 
JfnjiQ=r900 Quadratmeter 
und, wenn man x = y nimmt, der Nachtheil 

JV=200 Quadratmeter 
also beiläufig 22 Procent des ilfmin- 

§ 56. Ansgleicliaiig von BeobacMuiigsfelilern, 

A. 

Für alle beobachtenden Wissenschaften ist die Ausgleichung 
der unvermeidlichen Beobachtungsfehler von Wichtigkeit. Wird den 
Ausgleichungen die „Methode der kleinsten Quadrate- 
summen" zu Grunde gelegt, so lautet eine der zu lösenden Auf- 
gaben folgendermassen : 

Irgend eine Grösse, die x heissen möge und deren w^ahren 
Werth man nicht kennt (z. B. das Gewicht eines Körpers, oder 
die Länge einer Strecke) ist n Mal mit gleicher Genauigkeit (Sorg- 
falt u. s. w.) gemessen worden. Es haben sich hierbei die Werthe 

ergeben, die, in Folge der unvermeidlichen Beobachtungsfehler, im 
Allgemeinen von einander verschieden sind. 

Auf welche Weise' muss man aus Jc^ bis Jca den für x zu 
nehmenden Werth bilden, wenn die Summe der Quadrate 
der Fehler 

(x — JCi), (X — Jc^), ix--Jc^)f (x — JCn)y 

welche eben so leicht positiv wie negativ sein können, am klein- 
sten ausfallen soll? 

Lösung. Die zu einem Minimum zu machende Function ist : 

1) fXx)=={x-k,y+{x—]c,y+ +(.x—hy. 

Aus f {x) und f" (x) folgt, dass sie am kleinsten wird, für 

2) x = ^^ "^ ^» "^ ^» "^ ' ' * * * "^ ° 

oder, einfacher ausgedrückt, für 

3) x = — . 
^ n 

Man hat also den Satz : Wurde irgend eine Grösse n Mal 

mit gleicher Genauigkeit gemessen, so ist das arithmetische 
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Mittel aller Messungsergebnisse derjenige Werth jener Grösse, 
für welchen die Summe der Quadrate der Fehler am kleinsten 

ausfallt. 

Anmerkung. Letztere Eigenschaft kommt, wie die Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung nachweist, dem wahrscheinlichsten 
Werthe der betreffenden Grösse zu. 

B. 
Eine andere Aufgabe der Ausgleichungsrechnung (nach der 
Methode der kleinsten Quadratesummen) lautet wie folgt: 

Zwei Grössen, u und Xy sind direct beobachtbar; u ist ein 
unbekanntes Vielfaches von x^ etwa 
4) M = aa?. 

Man fand 
bei der 1. Beobachtung: u^ zusammengehörig mit x^, 

u. s. f. 
„ „ n. Beobachtung: t^ „ „ Xn' 

Die Beobachtungsfehler, v^y V2y v^, sind mithin : 



5) 



v^ = u^ — ax^y 



Vn ^— — wjx '~~' ö» Xji • 

Sie können eben so leicht positiv, wie negativ sein. Um, bei 
gleichzeitiger Berücksichtigung allern Beobachtungen, mög- 
lichst wenig Zwang auszuüben, soll die Constante a so berechnet 
werden, dass die Summe der Quadrate der Fehler, also 

6) 2v' = v\-\^v\-\- -[-vi, 

am kleinsten ist. 

Welchen Werth hat man der Grösse a zu geben ? 

Lösung. Es ist 2v^ eine aus den Gleichungen Nr. 5 
folgende Function /*(a). Ihre Differentialquotienten f (a) und /^' (a) 
lassen leicht erkennen, dass sie am kleinsten ausfallt, wenn 

^ ^!+^: + +^l ' 

oder, einfacher geschrieben, wenn 



8) a 



2ux 
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Anmerkungeii: 
I. Hat man eine Constante a (etwa ein Gewicht oder eine Länge) 
dadurch ermittelt, dass man sie selbst n Mal beobachtete (mass), 
so ist das bezüglich der vorstehenden Gleichung Nr. 8 der be- 
sondere Fall 
9) x = l 

für alle Werthe von u. Damit geht jene Gleichung über in 

10) a = , 

n 

also in Nr. 3. . 
II. Als Beispiel für den allgemeinen Fall (Gl. 8) möge Folgendes 
dienen: Bei einer gleichförmig beschleunigten Bewegung 
besteht zwischen dem durchlaufenen Wege, s, der dazu nöthig 
gewesenen Zeit, t, und der Beschleunigung, p, die Beziehung 

11) s = ^pt\ 

Um p zu ermitteln, mass man die zu den Zeiten f^, t^, t^^ ^n 

gehörenden Weglängen Sj, s^, «^ sn. Dann folgt ^p aus der 

Gleichung Nr. 8. 
ni. Man vergleiche § 71. 



b. Anwendungen in der Physik und Meohanik. 
§ 57. Ort der Minimaleiwärmung zwischen zwei Wärmequellen. 

Die in dem unveränderlichen Abstände c befindlichen Wärme- 
quellen P und Q erwärmen den Punkt JB (Fig. 16) mit Inten- 
m» ^g sitäten, von denen vorausgesetzt wer- 



p Jl Q den möge , dass sie dem Quadrate 

• • • ^^^ Entfernung umgekehrt proportional 

sind und für die Einheit der letzteren die Werthe p und q haben. 

I. An welcher Stelle der Geraden PQ ist die Summe der Er- 
wärmungen am kleinsten? 
II. Wieviel beträgt dieses Minimum? 

III. Wie lauten die unter I und II gefundenen Resultate, wenn 
die beiden Wärmequellen in gleichen Entfernungen gleich 
stark wirken? 

Lösung. Bezeichnet man die Strecke P iJ mit x , so ist 
die Summe, W^ der Erwärmungen, die der Punkt JB erfahrt, aus- 
gedrückt durch die Gleichung 

1) Tf=?,+ ' 



x^ {c — xY' 



^ 
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dW d^W 

Die Differentialquotienten -^ — und -z: — r- lehren , dass dies am 

dx dx* 

kleinsten wird, wenn 

3 i ■■■■ 

also wenn sich verhält 

3 , — 8 — 8. — 

x: c=yp : yp-^-yq» 
Dann hat TF den Werth 



3) Wn.in = 



C^ 



Für den in der Aufgabe genannten besonderen Fall 
giebt das 

4) x = \c 
und 

5) Tn.in = 8 4. 

Die Minimalerwärmung ist also dann das Achtfache von der- 
jenigen Erwärmung, welche eine der beiden Quellen dem Punkte 
iJ liefern würde, wenn er sich an der Stelle der anderen befände 
(und diese nicht vorhanden wäre). 

§ 58. Das Zurückwerfnngsgesetz. 

Die Lage der festen Punkte A und J5 (Fig. 17) in Bezug 
auf die Gerade g (mit welcher sie sich in einer Ebene befinden) 
ist durch die Abmessungen 

ÄA = a, B'B = ly ÄB = c 
gegeben. Es sollen jene Punkte #y ^^ 

durch eine gebrochene Gerade -* 

AGB derartig verbunden werden, 
dass die Weglänge 

w = AC+CB y— i; f^^-V^Ml^ ö 

A C B 

am kürzesten ausfällt. 

I. Wo muss man den Punkt C wählen, damit jene Bedingung 
erfüllt sei ? Wie lässt sich seine Lage durch Construction 
ermitteln ? 
IL Welche Länge hat der kürzeste Weg? 
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III. In welcher Beziehung steht das unter I Gefundene zu dem 
für elastische Körper, Lichtstrahlen u. s. w. 
geltenden Zurückwerfungsgesetz? 
Lösung. I. Bezeichnet man die Strecke A'G mit Xy so ist 

1) w = Va^ + x^ + i/b^^ic-'xy. 
■Daraus folgt durch Differentiation : 

2) w - 



nnd 



Va^ + x^ yb^ + {c — xy 






Setzt man 

4) w=0 

und henutzt goniometrische Deutung, so ergiebt sich ohne Weiteres 

5) a = ß 
und damit 

Für Nr. 6 oder 6 (überhaupt immer) ist w" positiv ; die ge- 
nannten Werthe liefern also die kleinste Weglänge. 

Durch Construction gewinnt man die den Gleichungen 5 
und 6 entsprechende Lage des Punktes (7, wenn man AÄ ver- 
längert bis zu einer Stelle A^y die so liegt, dass 

ÄA^ = ÄA 
ist, und dann die Gerade A^B zieht. 

II. Für die kürzeste Weglänge ergiebt sich : 

III. Das Gesetz Nr. 5 gilt bekanntlich für die Zurückwerfung 
von elastischen Körpern, Lichtstrahlen u. s. w.; man hat also den 
interessanten Satz, dass dieselben auf dem kurzes ten Wege von 
einem gegebenen Punkte A nach einer vorgeschriebenen Stelle J3 
gelangen, wenn sie zurückgeworfen werden. *) 

§ 59. Das Brechungsgesetz. 

Es sei g (Fig. 18, Seite 105) die Grenzlinie zweier Mittel ; 
in dem einen derselben sei die Stelle A^ vorgeschrieben, im anderen 



Vergl. § 72. 
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9 



die Stelle A^, Die gegenseitige Lage von A^ und A^ möge durcb 
die Abmessungen 

•^1 -^1 ^^^^ ^1 > "^8 -^j ^^^^ ^ ? -^1 -^8 ^^^ ^ 

gegeben sein. Von A^ soll sich, 
nach ^ ; auf dem einmal ge- 
brochenen Wege^jJB^g ein Punkt 
so bewegen, dass er längs A^B 
die unveränderliche Geschwindig- 
keit Vj, längs "BA^ die ebenfalls 
unveränderliche Geschwindigkeit v^ 
hat. 

Man soU 

I. berechnen, welche Beziehung zwischen den Winkeln /Jj und 
ß^ stattfinden muss, damit die zum Durchlaufen des Weges 

w = A^B^BA^ 

nöthige Zeit^ t^ am kleinsten sei; auch 
II. angeben , ob das Licht, wenn es von A^ nach A^ geht, 
indem es bei g eine Brechung erleidet, die Eigenschaft hat, 
in der kürzesten Zeit daselbst anzukommen. 
Lösung. Für die zum Durchlaufen des Weges w nöthige 
Zeit ergiebt sich leicht, wenn die Strecke A^B mit x bezeichnet 
wird, 

Va\ + X 



1) 



t = 



V, 



+ 



Val + (6 - xy 



V> 



2 



Nachdem die Difierentialquotienten 



dt 



und -3 — r berechnet worden 



dx dx^ 

sind, erkennt man, dass der letztgenannte stets positiv ist und der 
erstgenannte zu Null wird, wenn 



2) 



sin/^i 



V, 



sin ß^ v^ 

Es ist also die Zeit t am kleinsten, wenn die Sinus der 
Winkel ß^ und ß^ sich wie die Geschwindigkeiten v^ und v^ ver- 
halten. 

Da das bekannte (von S n el 1 iu s zuerst aufgefundene) Licht- 
brechungsgesetz durch die Gleichung Nr. 2 ausgedrückt 
wird , so hat das der Brechung unterliegende Licht in der That 
die Eigenschaft, ajn -srchnellsten von A^ nach ^ zu gelangen.*) 
*) Man vergleiche § 73. 
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§ 60. Der gänstigste Zugwinkel beim Fortbewegen von Lasten. 

Auf das langsam fortzuziehende Gewicht P (Fig. 19) möge 
die Kraft K. unter einem ^ gegen die wagerechte Ebene EE ge- 
messenen, Winkel w wirken. 

Der Reibungscoefficient; also die für den Normaldruck 1 (etwa 
1 Kilogramm) vorhandene Reibung, sei cp. 

^ Man soll zunächst K. berechnen 

unter der Annahme, dass die Hori- 
zontalcomponente dieser Kraft der 
-^ durch P und JL erzeugten Reibung 
(Normaldruck mal Reibungscoefficient) 
gleich sein müsse. 

Hierauf soll gefunden werden, wie gross cu sein muss, damit 
K. am kleinsten ausfalle ; femer : wieviel das Jfmin beträgt. 

Endlich soll man die Ergebnisse auf den besonderen Fall 

(f = 0,04 , 
was einer sehr glatten Fläche, etwa einer Schneebahn, ent- 
spricht, und 

P = 2(X) Kilogramm 

anwenden, dabei w bis auf ganze Minuten und Amin bis auf 2 De- 
cimalstellen des Kilogramms berechnend. 

Lösung. Die Zugkraft hat den Werth 

1) K= ^-^r- 

COS w + qp sm w 
Sie ist mithin am kleinsten, wenn die Function 

2) /*(w) = cos a> -}- y sin w 
am grössten ausfallt. 

Die Differentialquotienten f (w) und /"' (w) leliren , dass 
dies für 

3) tan u} = q) 
eintritt. 

Dann geht der Betrag der Zugkraft herab auf 



Kl + qp 



2 



' 
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In dem genannten besonderen Falle hat man 

5) a) = 2nr 

und 

6) Ämia = 7»98 Kilogramm, 

also nahezu 4 Procent des Gewichtes P. 

§ 61. Das Abschwenken aus einer Geraden bei kürzester Laufzeit. 

Ein Punkt P (Fig. 20) läuft, von A aus, zunächst im Sinne 
AS mit der unveränderlichen Geschwindigkeit v^ . An einer (noch 
nicht näher bekannten) Stelle, Q, 
verlässt er die Gerade AB und Fig.ZQ. 

bewegt sich geradlinig, mit der A t- ^ C B 

Constanten Geschwindigkeit t;^, 
nach 0. 

Der senkrechte Abstand OC 
ist geich a, -4C = c. 

Man soll berechnen : 
I. in welchem Abstände CQ = x der Punkt Q liegen muss, 
damit die zum Durchlaufen des Weges AQ-\- Q nöthige 
Zeit, t, am kleinsten sei ; 
II. ob es immer einen derartigen Punkt Q giebt und wie man 

ihn durch Construction bestimmen kann ; 
III. welchen Werth die Minimalzeit hat. 

Endlich sollen die flir x und ^mm gefundenen Wertiie auf den 
besonderen Fall 

a = 10 Kilometer, c = 50 Kilometer, 




Vj=20 Meter \ 

-^ > m der Minute 

v^ = 16 „ j 



1) 



t 



angewendet werden. 

Lösung. Es ist 

v^(c — ^) + ^1 V^^ + ^^ 

Aus den Werthen der beiden ersten Differentialquotienten der 
Function 

cp (x) = Vi(c — x)-\' Vi V^a*+a?* 
folgt leicht, dass jene Zeit am kleinsten wird, für 

2) 0. = ^^^. 



U. 
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Das giebt nur dann einen zwischen C und Ä liegenden Punkt Qy 
von der in der Aufgabe verlangten Eigenschaft, wenn 

3) v^ > v^ 
ist und wenn ferner 

4) x<^c 
ausfallt. 

Die Construction kommt dann auf die Darstellung der 

yvl — v] und auf das Ermitteln einer vierten Proportionale hinaus. 
Die kleinste Zeit hat den Werth 



5) 



ha. 



in 



rig.2l 




"-- ' 



7) 
beziehungsweise 

8) 



Setzt man 

6) |/«' -»;=«, 

was bekanntlich einen sehr einfachen 

Sinn hat (Fig. 21), so nehmen die 

Gleichungen Nr. 2 und 5 die besseren 
Formen 



X 



V 



t 



av-^-cn 



2 



min' 



V^V^ 



an. Bei Benutzung des Winkels ct> gehen sie über in 

9) x = a tan w 

und 

a cos w -|- c sin o) 



10) 



^in- 



Vs 



Für den in der Aufgabe genannten besonderen Fall ist 

11) ^=1373 Kilometer 
und 

12) ^in = 47 Stunden 55 Minuten. 



§ 62. Kleinste Entfernung geradlinig laufender Punkte. 

Von der Stelle A aus (Fig. 22, S. 109) bewegt sich, nach 
JB zu, ein Punkt, P, gleichförmig mit der Geschwindigkeit v ; zu 
derselben Zeit von JB, in der Richtung nach C, ein zweiter Punkt, 
Pj, ebenfalls gleichförmig, doch mit der Geschwindigkeit v^. A hat 



r 
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von B den Abstand a. Der spitze Winkel ABC umfasst 
ß Grad. 

Man soll berechnen: 
I. nach welcher Zeit die Entfernung s = PP^ der beiden Punkte 
am kleinsten ist; 

II. wie das unter I gefundene Er- ^"v^^ ßff^22. 

gebniss für den besonderen 
Fall / 

Vj,=v und ß=90^ . 

lautet ; -P 

III. welchen Werth die Minimalentfernung für diesen Fall hat 
(ausgedrückt durch a und auf 3 Decimalstellen abgerundet). 

Lösung. Für die betreffende Entfernung gilt, wenn mit t 
die vom Beginne der Bewegung an gezählte Zeit bezeichnet wird, 
die Gleichung 




1) s = y(a — vty + (Vity — 2(a — vt)v^tQ0Bß. 

Es handelt sich also um das Minimum der hier den Radikanden 
bildenden Function f{t). 

Die Werthe der Differentialquotienten f*(t) und f\t) lehren, 
dass Letztere am kleinsten wird, für 

^^ a{v + v,co8ß) 

wobei u die aus den (gleichsinnig genommenen) Geschwindigkeiten 
V und v^ resultirende Geschwindigkeit bezeichnet, also 

3) w'=v' + t;J + 2t?t;, cos/J 

ist. 

Liegt der in der Aufgabe genannte besondere Fall vor, 
so haben die Punkte P und P^ zu der Zeit 

2v 
den kleinsten Abstand. 

Letzterer hat den Werth 

5) Stnin = I a f/2 = 0,707 a . 

Man versäume nicht, durch eine Figur darzustellen, wie dieser 
Abstand gegen die Bahnen der sich bewegenden Punkte liegt. 
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§ 63. Maximalarbeit des Wasserstosses. 

Wenn ein Wasserstrahl mit der unveränderlichen Geschwindig- 
keit c gegen eine Fläche trifft, welche mit der Geschwindigkeit v 
zurückweicht, so hat, wie die Mechanik lehrt, die auf die Fläche 
übertragene mechanische Arbeit des Stosses den Werth 



1) 



U= (1 — cos a) 



(c — v)v 
9 



Qy- 



Dabei sind a, g, Q und y constante Grössen, auf deren Be- 
deutung es für das hier Nachfolgende nicht ankommen möge.*) 
Man soll berechnen 
I. welchen Werth die Geschwindigkeit v haben muss, damit die 

Arbeit U des Wasserstosses am g r ö s s t e n sei ; 
II. wieviel das ?7max beträgt; 

III. für welche Beträge von v jene Arbeit Ü zu Null wirJ. 
Lösung. Die gross te Arbeit des Wasserstosses tritt ein, 
wenn die gestossene Fläche mit der Hälfte der Wassergeschwin- 
digkeit ausweicht. 

Es hat dann jene Arbeit den Werth 

fJ max 4 > 

hingegen wird sie zu Null, wenn 

v = o, oder v- 



c. 



§ 64. Der Stosspunkt eines schwingenden Körpers. 

Ein freier, geradlinig bewegter Körper Ä (Fig. 23) möge 
mit einem um die feste Achse K drehbaren Körper SCK zum 

Stosse kommen und zwar in der 
Richtung NN. 

Dann sind die nach Letzterem 

jrr vorhandenen Geschwindigkeiten nicht 

allein von der Geschwindigkeit des 

Anstosses und von den Massen Mi 

und Mo beider Körper abhängig, 

sondern auch von dem Abstände 

KC = a; sie sind nämlich (wie die Mechanik lehrt) proportional 

dem Werthe 




*) Näheres: Weisbach, Mechanik, Theil I, 5. Auflage (v. J. 1875); 
§ 524—527. 
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1) 



/•(«)= 



a 



in welchem k^ den Trägheitshalbmesser der drelibaren Masse M^ 
bezeichnet. 

Es gilt das sowohl für den Fall, dass die freie Masse, wie 
auch für den, dass die schwingende Masse den Stoss ausfährt. 
(Näheres: Weisbach, Mechanik, I, § 367 der 5. Auflage.) 

Man soll berechnen, für welchen Werth von a die Geschwindig- 
keiten ihre Maximalbeträge haben , wo also der sogenannte 
Stosspunkt liegt. 

Lösung. Die Geschwindigkeiten sind am grössten, wenn 
die Function 

1 



m= 






a 



am grössten, also wenn 



(p{a) = M,a+ ' ' 



a 



am kleinsten ist. 

Aus den Werthen von (p (ä) und cp' {a) folgt leicht, dass 
dies eintritt, für 



« = *« Vw/ 



M, 



§ 65. Hinimum des Verdreliuiigswiiikels eines stabförmigen 

Körpers. 

Der Querschnitt eines stabförmigen Körpers sei ein Rechteck 
mit den halben Seitenlängen b und c, oder eine aus den Halb- 
achsen b und c construirte Ellipse, wobei b ^c vorausgesetzt 
werden möge. 

Dann ist der in Bezug auf Verdrehungen des Körpers für die 
Elasticitätslehre in Betracht kommende Drehungswinkel •9' bestimmt 
durch die Gleichung 

1) *=K-'+-^)' 

in welcher k eine für das Folgende nicht weiter in Frage zu 
ziehende constante Grösse bezeichnet, während 
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2) 



X 



=n 



ist. (Näheres: Gras ho f, Theorie der Elasticität und Festigkeit ; 
2. Auflage, v. J. 1878, S. 145.) 

Man soll berechnen, für welchen Werth des Verhältnisses -^r- 

jener Winkel am kleinsten wird. 

Lösung. Er erreicht sein Minimum, wenn 

also wenn (auf vier Decimalstellen abgerundet) 

C = 2,2361 6. 



.-.' 



? 7:^> — 



■•we 



0. Vermisclite Anwendungen. 

§ 66. Der grösste Sehwinkel beim Anschanen schiefliegender 

Flächen. 

Es sei ÜOÄBC (Fig. 24) ein Senkrechtschnitt irgend eines 
Gegenstandes, z. B. einer Landschaft, für welche ÄS steiles, kahles 

Gebirge , hingegen OA 
grünes Vorland ist. 

Als bekannt mögen 
gelten die Abmessungen 
Ä'B' = a, ÄA = h, 
S S = hi. 
Man soll 

I. berechnen, in wel- 
chem Abstände 

derjenige Punkt der wagerechten Ebene UO liegt, für welchen 
der Sehwinkel 

ÄUB = ü} 
am grössten ausfällt; 
II. soll eine für die Strecke u brauchbare Construction an- 
gegeben werden. Endlich soll man 
III. die Ergebnisse auf denjenigen besonderen Fall anwenden, 
in welchem AB senkrecht ist (also z. B. ein an vertikaler 
Wand angebrachtes Gemälde). 
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Lösung. Wenn der Sehwinkel co als Differenz der Winkel 
jB'ZZB und Ä'UA aufgefasst wird, so ist er leicht als f(u) aus- 
drückbar, weil die Tangenten dieser Winkel als Functionen von u 
bekannt sind. 

Berechnet man dann den Differentialquotienten f (u) und setzt 
den erhaltenen Werth gleich Null, so ergiebt sich: 

Hierbei kommt, was die Beachtung der geometrischen Bedeutung 

des Gliedes ■=■ ^- lehrt , nur das obere der beiden vor der 

Äj — n 

Wurzel stehenden Zeiclien in Betracht. 

Femer entnimmt man der Anschauung, dass es zwischen 
u = S^V und u = co (für welche Werthe o) zu Null wird) eine 
Stelle geben muss, an der der Winkel co am grössten ist. 

Die Berechnung und Untersuchung des zweiten Differential- 
quotienten von f(u) darf also unterbleiben. 

Setzt man, zur Abkürzung, 

2) Ä'B = h, 

und 

3) l^A"BA = Y, 

so ergeben sich (aus Nr. 1) für den Abstand JB'fJ jener Stelle 
die Werthe 

bezüglich 

5) u = -j-^ -|- }/h \ sec y. 

Nr. 4 lässt sich leicht in der Form 

6) u = SV+Vx^ 

construiren , wobei x die vierte Proportionale zu AAj SB und 
Ä'B ist, y die zu AB<, AB und Ä'B. 

Noch leichter ergiebt sich (durch Zeichnung) der Werth 5, 
nämlich in der Form 

7) u = B'V-[-^8ec'y, 

wobei das geometrische Mittel der Strecken ÄA und B^B be- 
deutet. 

Fuhrmann, Anwendungen d. Infinitesimalrechnung. Tli. I. 8 
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Liegt AB senkrecht, so gehen die Gleichungen Nr. 4 
und 5 über in den Ausdruck 

8) u = ]/hh^, 

dessen Construction selbstverständlich ist. 

§ 67. Pilterformen. 

Die in den chemischen Laboratorien zur Benutzung gelangenden 
kegelförmigen Filter werden aus Kreisflächen hergestellt, indem 
man einen Sector AGB (Fig. 25) derartig einschlägt (faltet), dass 

der übrig bleibende Theil der Fläche den 
" Kegelmantel bildet. Wird der Centriwinkel 

des Sectors sehr klein oder sehr gross ge- 
nommen, so fallt das Kegelvolumen, V, sehr 
klein aus. Zwischendrin hat es offenbar 
einen grössten Werth. 
Man soll berechnen 
I. wie gross (ausgedrückt durch den Halb- 
messer ä) der Grundflächenradius , x, 
und die Höhe, y, des Kegels gewählt werden müssen, damit 
das Volumen V seinen Maximalbetrag annehme ; 
II. wie viele Grad der Winkel o) dann umfasst ; 

III. welchen Werth das Fmax liat; 

IV. wiviel Procent des Fmax das Volumen, V^ beträgt, wenn x 
gleich der Hälfte des unter I gefundenen Betrages ge- 
nommen wird (was in den Laboratorien oft vorkommt.) 

Lösung. Es ist 

1) V=i7tx^Va^—x\ 
mithin am grössten, wenn 

2) x-=Via, 

also, auf vier Decimalstellen abgerundet, 

3) ir = 0,8165 a. 
Hierzu gehört der Werth 

4) 2/ = |)/3 a = 0,5774 a ; 
daher verhält sich für das gross te Kegel volumen 

5) xiy = }/2:l. 

Für den zugehörigen Centriwinkel findet man leicht: 

6) w = 66,06 Grad. 
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Femer ist 

7) 



Y — 
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9|/3 
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Nimmt man flir x nur die Hälfte des unter Nr. 2 und 3 ange- 
gebenen Werthes, so ergiebt sich das Volumen 

5" 

18*^ ■ 



8) 



'^-ry 



6 



a' 



max* 



Dasselbe beträgt nur 39,53 Procent des Vj 

Man unterlasse nicht^ die Ergebnisse der Rechnung mit Dem 
zu vergleichen , was die Anschauung lehrt , wenn man einer 
aus Papier gesclmittenen Kreisfläche Sectoren von verschiedener 
Grösse einfaltet. 

§ 68. Die Zellen der Bienen. 

Die durch Fig. 26 mit etwas Verzerrung skizzirte Form der 
Wachs Zellen der Honigbienen kann aus der eines ge- 
raden Prisma'S; dessen Basis ein regel- 
mässiges Sechseck A'S^C'D'E'F' ist, 
folgendermassen hergeleitet werden: Man 
zieht in der Deckfläche ABCDEF 
des Prisma's die drei Diagonalen J5 2), 
DjP, FB und verlängert die Achse 
G'G des Körpers um die Strecke 
GH=x über die Deckfläclie hinaus. 
Hierauf legt man durch H und je eine 
der genannten drei Diagonalen eine 
Ebene. Werden diese drei Ebenen bis 
zu ihren Schnittlinien und bis an die 
Seitenflächen des Prisma's benutzt, so 
entsteht die bekannte (oben durch 
drei congruente gleichseitige Vierecke 
HFJB, HB KD, HDLF geschlossene) Form der Bienenzelle. 

Der körperliche Inhalt einer solchen Zelle ist, wie man leicht 

erkennt, dem des ursprünglichen regelmässigen sechsseitigen Prisma's 

gleich. 

I. Wie gross muss x genommen werden, damit die Gesammt- 

oberfläche S der Zelle bei vorgeschriebenem Volumen (dem 

des Prisma's) am kleinsten sei? 

8* 
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II. Welchen Werth hat (bis auf ganze Minuten berechnet) der 
Winkel FJB der Deckflächen, falls Minimaloberfläche vorliegt? 
Wie verhält er sich zu dem bei den Bienenzellen thatsächlich 
vorhandenen Winkel von 109 Grad 28 Minuten? 
Lösung. Die Oberfläche S besteht aus der Grundfläche, 
sechs Seitenflächen und drei Deckflächen. Wird mit a die Länge 
der Basiskante, mit 6 die der Seitenkante des ursprünglichen sechs- 
seitigen Prisma's bezeichnet, so ist 

1) S = |a{2(26-:z;) + (a4-|/a« + 4a;«)>/3}- 
Es handelt sich also um das Minimum der Function 



2) /•(^) = )/3(a2-]-4^«) — 2^. 

Die Werth e der Differentialquotienten f {x) und /*" {x) lehren, dass 
es für 

3) Är = ^/2a = 0,354a 
eintritt (was leicht construirt werden kann). 

Bei diesem Werth e von x ist, wie man leicht findet, 

4) Ai^e72? = 109<>28'. 

Da nun für Bienenzellen der Winkel FJB dieselbe Grösse 
hat, so erkennt man : die Bienen bauen ihre Wachszellen 
(volumengleich dem zugehörigen sechsseitigen Prisma) derartig, 
dass sie zur Herstellung derselben das Minimum 
des Materials brauchen.*) 

§ 69. Grösste nnd kleinste Werthe aus Cap. II, A. 

Die Anzahl der auf Maxima und Minima sich beziehenden 
Aufgaben, welche in den §§ 54 — 68 behandelt wurden, kann 
wesentlich vergrössert werden , wenn der durch die §§ 22 — 37 
dargebotene Stoff theil weise Benutzung findet. 

So oft nämlich bei den dort zur Behandlung gelangten auf 
rechtwinklige Coordinaten bezogenen Linien Gipfelpunkte oder 



*) Bezüglich des Näheren über diese Zellenform benutze man etwa 
folgende Literatur: 

1. Darwin, die Entstehung der Arten; deutsch von Carus; S. 306— 
309 der 6. Auflage. 

2. Gaea, Jahrgang 1883, S. 403—407 und Jahrgang 1885, S. 33—37. 
(Abhandlungen von K. Müllenhoff, bezüglich P. Schulz.) 

3. Die Natur, Bd. 8. (J. 1859); S. 397 — 398. (Abhandlung von 
H. J. Heller.) 
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Sohlpunkte auftreten, giebt das eine in das Gebiet der Maxima 
und Minima gehörende Aufgabe. 

Dasselbe gilt für die auf Polarcoordinaten bezogenen Linien^ 
so oft bei denselben grösste oder kleinste Leitstrahlen 
vorkommen. 

Man unterlasse nicht; Cap. 11^ A^ in diesem Sinne auszunutzen. 



MAXIMA UND MINIMA DER FUNCTIONEN 
MEHRERER VERÄNDERLICHEN. 

§ 70. Einleitende Aufgaben. 

A. 

Gerade rechtwinklige Parallelepipede von gleichem Oberflächen- 
inhalte haben , wenn ihre Formen verschieden sind , verschieden 
grosse Volumina. Es ist leicht zu erkennen, dass man die Letzteren, 
bei Festhaltung des Oberflächeninhaltes, beliebig klein, nicht- aber 
beliebig gross machen kann. Im Anschlüsse hieran möge folgende 
Aufgabe, die als Seitenstück und als Erweiterung zu dem in den 
§§ 54 und 55 Behandelten gelten kann, gelöst werden : 

I. Wie muss man die (in einer Ecke zusammenstossenden) 
Kanten, Xj y und z, eines geraden rechtwinkligen Parallel- 
epipeds wählen, wenn dasselbe, bei vorgeschriebener Ober- 
fläche, 5, den grössten körperlichen Inhalt, F, haben soll? 

II. Welchen Werth besitzt das Fmax? 

III. Um wieviel weicht das sich ergebende Volumen , Fj , von 
dem Fmax ab, wenn man an Stelle der unter I gefundenen 
Kantenlängen das a-fache der ersten (dort abgeleiteten), das 
6-fache der zweiten und das c-fache der dritten (gleichzeitig) 
benutzt ? 

IV. Was er giebt sich in Bezug auf III in dem besonderen 
Falle a = 0,99 und 6 = l,oi ; was hingegen dann , wenn 
a = 0,6 und 6 = 0,4 ist? 

Lösung. I. Man hat: 

i\ TT S — 2xy 

^ "^2(^ + 2/) 
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Mitliin Iiandelt es sich um das Maximum der Function 

8 — 2xy 
2) f{x,y) = xy . 

Sie hat die partiellen Differentialquotienten 

und 
4V ^f_ S-2y^-'i.xy _ 

^ ^y~ (x-^ry)* ' 

setzt man jeden derselben gleich Null, so giebt das 
5) x=y = y-^. 

Nach einem bekannten Satze der Differentialrechnung müssen 
diese Werthe der Bedingung 



6) (-^!Ly_?v ?^<o 



<i)x'Dy/ "Dx^ "Dy 

genügen und geben das Maximum oder Minimum der Function 
f(x, y), je nachdem sie die Differentialquotienten 

^ und ^ 

gleichzeitig negativ oder positiv machen. *) 

Man hat jedoch hier nicht nöthig, die zweiten Differential- 
quotienten zu untersuchen. Da nämlich^ wie die Anschauung lehrt, 
V zwar beliebig klein , nicht aber beliebig gross gemacht werden 
kann, so folgt aus der Natur der Sache, dass die unter Nr. 5 ge- 
nannten Werthe, mit dem aus ihnen folgenden 

') -Fl- 

das Maximum des körperlichen Inhaltes liefern. 

Unter allen geraden rechtwinkligen Parallelepipeden , welche 
gleiche Oberfläche haben, besitzt hiernach der W ü r f e 1 das grösste 
Volumen. 

II. Für Letzteres ergiebt sich : 

8) r^,.=^\8yT8. 



*) Schlömilch, Compendium der höheren Analysis, Bd. 1, S. 156 
der 5. Auflage (v. J. 1881). 



r^ 
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III. Will man 



9) x = aY -^, y = iy —^ z = cy - 



S_ 

6 ' ^ — -f 6 ' ^ 6 

an Stelle der unter Nr. B und 7 genannten Werthe nehmen , so 
müssen die drei Coefficienten a, fc, c der Bedingung 

10) a64-ac-f&c = 3 

genügen, es sind also nur zwei derselben beliebig wählbar. 
Für das Volumen folgt, bei Benutzung von Nr. 9 : 

11) Fi=a6cFmax. 

Mithin ist dann die Abweichung, A^ vom grössten körperlichen 

Inhalte ausgedrückt durch die Gleichung 

12) ^ = (1 — a6c)F^ax. 
IV. Wird 

13j a=^0,99 und 6==l,oi 

genommen, so ergiebt sich 

c = 1,00005 ; 
daher (auf 5 Decimalstellen abgerundet) 

14) Fl = 0,99995 Fmax . 

Die Abweichung beträgt also dann sehr wenig, nämlich nur 
0,005 Procent des grössten körperlichen Inhaltes. 
Nimmt man hingegen 

15) a = 0,6 und 6 = 0,4, 
so ist 

16) Fl = 0,6624 Fmax , 

also die Abweichung sehr gross und zwar 33,76 Procent des 
Maximalinhaltes. 

B. 

Für ein vollständig oder theil weise geschlossenes Gefäss 
von irgend einer Form möge das Volumen, F, als Function 
der Gefässdimensionen angebbar sein. Ebenso die innere Fläche, 8» 

Man kann dann die Aufgaben stellen, jene Dimensionen so 
zu bestimmen, dass, bei vorgeschriebenem F, die Fläche Ä a m 
kleinsten ist, oder, bei vorgeschriebenem Inhalte der inneren 
Fläche, das Volumen F am grössten. 

Hängen die Grössen F und S nur von zwei Gefässdimen- 
sionen ab, so führt jede der genannten Aufgaben zu der Behand- 
lung des Minimums oder Maximums einer Function von einer 
einzigen Veränderlichen. (Vergl. § 55.) 



k^. 
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Wenn hingegen V und S von drei Gefössdimensionen ab- 
hängig sind; so handelt es sich um das Minimum oder Maximum 
einer Function von zwei Variabelen. (Vergl. § 70, A.) 

Man löse, zur Übung, für einige geeignete Gefasse derartige Auf- 
gaben in der durch § 55, A, B, und § 70, A, angedeuteten Weise. 

Wird die Rechnung nicht zu umständlich, so behandele man 
dieselben Aufgaben auch derartig, dass an die Stelle der Fläche Ä, 
die zu dem Gefösse nöthige Materialmenge, M, gesetzt wird 
(etwa bei unveränderlicher — nicht verschwindend kleiner — Stärke 
der Wände, des Bodens und des vielleicht vorhandenen Deckels). 

§ 71. Ausgleicliuiig von BeobachtungsfeUern. *) 

A. 

Drei Grössen, u, a und 6, welche (mit gleicher Genauigkeit) 
unmittelbar gemessen (beobachtet) werden können, stehen zu zTvei 
anderen, x und y, die man nicht unmittelbar zu messen vermag, 
in der (nur ihrer Form nach bekannten) Beziehung 

1) u = ax-\-by; 

es setzt sich also u zusammen aus einem unbekannten Vielfachen 
von a und einem ebenfalls unbekannten Vielfachen von &. 

Wäre es möglich, vollkommen fehlerfreie Beobachtungen 
anzustellen, so würde zur Bestimmung von x und y hinreichen, 
bei einer ersten Beobachtung die zusammengehörigen Werthe 

«j, 6^ und Ui, 
bei einer zweiten die ebenfalls zusammengehörenden 

zu ermitteln, was für x und y zwei Gleichungen mit zwei Un- 
bekannten gäbe. 

Da aber fehlerloses Arbeiten unmöglich ist, so hat man n 
(nämlich mehr als 2) Messungen angestellt ; dabei haben sich die 
Werthe 

«1, bi und Wj bei der 1. Messung, 

und so fort bis 
ttn, &n und Un bei der n. Messung 
ergeben. Wären dieselben vollkommen richtig, so müsste, laut 
Gleichung 1, 

*) Man vergleiche § 56. 



2) 
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ttj^x + b^y — ^1 = , 

und so fort 
sein- Da aber unvermeidliche Beobachtnngsfehler gemacht worden 
sind, so ist in Wirklichkeit 

Oa^c + ^a^ — W3=t?2J 
und so fort bis 

wobei mit t;^, Vj, .... Vn die vorliegenden Fehler (Widersprüche) 
der zur Ableitung von x und y angestellten Beobachtungen (welche 
„vermittelnde" heissen) bezeichnet wurden. 

Es soll nun 
I. die Ausgleichung jener Beobachtungen so erfolgen, dass 
man diejenigen Werthe der Ulfbekannten x und y berechnet, 
welche sich ergeben, wenn festgesetzt wird, dass die Summe 
der Quadrate der (durch die Gleichungen Nr. 2 be- 
stimmten) Fehler am kleinsten sei. Man will hier- 
durch (allen Beobachtungen so viel wie möglich Genüge 
leistend) diejenigen Werthe von x und y gewinnen, welche 
der Wahrheit am nächsten liegen. 

Hierauf soll 
II. gezeigt werden, wie das unter I Gefundene sich (beispiels- 
weise) benutzen lässt zur Herleitung der Anfangsge- 
schwindigkeit, c, und der Beschleunigung, p, 
einer Bewegung , bei welcher zwischen dem zurückgelegten 
Wege, s, und der dazu nöthig gewesenen Zeit, t, die Be- 
ziehung 

3) s = ct-i-^pt^ 
besteht. 

Lösung. I. Die Summe 

4) 2v'=vl + vl-\- +i;2, 

welche zu einem Minimum werden soll, folgt, aus Nr. 2, als F{x, y). 
Man berechnet, nachdem sie angegeben ist, die partiellen 

"DF "DF 
Differentialquotienten — -- und — , wobei sich die Benutzung der 

"Dx 7>y 

Abkürzungen 
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^d" für a^4-a^-[- -\.al, 

2ab „ ai&i + «2^2 + +«ii&n, 

^«>' « 2^! + &I+ + &-% 

empfiehlt. Aus den Bedingungen 

^ = Ound|:?=0, 

ergeben sich nun zwei Gleichungen zur Bestimmung der Unbe- 
kannten X und y. 

Für Letztere erhält man dann 

2i^ .2au — 2ah.2iu 

^aK^b^ — i^aby 
2a^ .2bu — 2 ab, 2 au 
2a^.2b^ — {2aby 
Dass diese Werthe das Minimum von F{Xj y) , nämlich von 
2v^, liefern, folgt ohne weitere Bechnung. Es ist nämlich die 
letztgenannte Grösse eine Summe von lauter positiven Zahlen 
(laut Nr. 4) , kann also nicht beliebig klein werden, muss daher 
einen kleinsten Betrag haben. 

Übrigens lehren auch die leicht ableitbaren Werthe 

7) |!^_2:^aS 

^ "D x^ 

8) |7 = 2^^S 

9) ^^=22aby 

OxOy 

dass die Gleichungen Nr. 5 und 6 dem Minimum der Summe 2v^ 

entsprechen. Sie haben nämlich die früher (§ 70, Gleichung 6) 

genannten Eigenschaften. 

II. Die Constanten c und p der durch die Gleichung Nr. 3 

gekennzeichneten Bewegung können auf die soeben angegebene Art 

ermittelt werden, indem man für die Zeiten 

hf hf hf *° 

die zugehörigen Wege 

^1? ^2' ^3? ^n 

beobachtet. Es sind dann in die vorstehenden Gleichungen Nr. 5 
und 6 die Werthe 
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P 



x = Cj y = 



2 



einzufiihren. Das giebt 
und 

B. 
Sehr oft kommt der besondere Fall 

12) u = x-\-by 
der Beziehung Nr. 1 vor. 

Man ermittele y wie dann die Gleichungen 5 und 6 lauten ; 
auch zeige man^ wie sich das Gefundene benutzen lässt 

a) zur Berechnung des Ausdehnungsco ef f ici enten, 
Cf und der bei o Grad vorliegenden Länge^ loy 
eines Stabes^ dessen bei t Grad vorhandene Länge, l, durch 
die Gleichung 

13) l = l-^ct 

bestimmt ist (wobei massige Temperaturen vorausgesetzt 

sind) ; 
ß) zur Ableitung der Elemente, (o und b, einer ge- 
radlinigen Bahn, deren Gleichung (auf ein recht- 
winkliges System bezogen) lautet: 

14) ^ = a; tan w 4~ ^ • 

Lösung. Die Gleichungen Nr. 5 und 6 gehen über in 

^^ ^■"- n2b^--{2by 

und 

^^. n^bu — 2b .2u 

^^^ ^- n2b'-(2b)' • 

Um die Constanten Iq und c der Gleichung 13 zu ermitteln, 
wird man bei den Temperaturen 

*^ Anmerkung. In Bezug auf vollständig durchgeführte Zahlen- 
b ei spiele, die Gleichungen 10 und 11 betreffend, sehe man 

Kunzek, Studien aus der höheren Physik; 1856; S. 74—75. 
Weisbach, Mechanik, Theil I, 5. Auflage, S. 66-67. 



124 Maxima und Minima. 

P|; ^s' Hy ^n 

die zugehörigen Stablängen 

^1» ^2? ^3? ^n 

messen. Dann sind in die Gleichungen Nr. 15 und 16 die Wertbe 

x = lo, y = c 
u = l, b = f 
einzuführen. *) 

Sollen ferner die Elemente (o und b der durch die Gleichung 14 
gekennzeichneten geradlinigen Bahn ermittelt werden, so wird man 
die zu den Abscissen 

gehörenden Ordinaten 

yiy y%j Vzj ••• • • -^n 

messen und hat dann an die Stelle von Xj y, i und u beziehungs- 
weise die Grössen b, tan w, x und y in die Gleichungen Nr. 15 
und 16 einzuführen. 

C. 
Der besondere Fall 

17) u = by 

der Beziehung Nr. 1 kommt ebenfalls sehr oft vor. 

Wie lauten für diesen Fall die Gleichungen Nr. 5 und 6? 
In welcher Beziehung steht das Ergebniss zu § 56, B? 

Lösung. Man hat dann 

18) x = o 
und 

19) ^ = ^. 

Das ist, wie es sein muss, die Gleichung 8 des § 56 (nur 
wurde dort anders bezeichnet). 

D. 
Das unter A Behandelte lässt sich leicht auf den (der Be- 
ziehung Nr. 1 entsprechenden) allgemeineren Fall 

20) u = aX'{-by-\-c0'{- 

erweitem. 



*) Zahlenbeispiel: Eohlrausch, Leitfaden der praktischen Physik; 
5. Auflage (vom Jahre 1884), S. 14-15. 
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Man führe dies durch für 
21) u = ax'\-by'\-c0 

und zwar in der bei A angegebenen Weise. 

Auch zeige man, wie die Ergebnisse zu benutzen sind, wenn 
es sich um die Ermittelung der Constanten a, ß und y der Gleichung 

22) v=^+ß^+y^' 

bandelt, welche eine in parabolischer Bahn erfolgende 
Bewegung darstellt , für die sich die Coordinaten (^ und rj) 
vieler Punkte beobachten lassen. 

Lösung. Es sind dann folgende Werthe durch Beobach- 
tungen (Messungen) als zusammengehörig gefunden worden : 

und so fort bis 

Wn, Unj 6,1 und Cn. 

Die nicht direct beobachtbaren Grössen Xy y und z sollen so 
bestimmt werden, dass die Summe der Quadrate aller 
Fehler am kleinsten wird. 

Letztere haben die Werthe 

und so fort bis 
Es ist also 

+ +{(hiX-\'hny-\-Cn8 — u^^ = F{x,y,z) 

zu einem Minimum zu machen. 

Man hat daher die partiellen Differentialquotienten 

"DF "dF "DF 
7> x^ Oy' 7> z 
zu berechnen und jeden derselben gleich Null zu setzen , was so 
viele Gleichungen giebt, als Unbekannte zu ermitteln sind. 
Diese Gleichungen lauten : 

24) 2a^ .x-\-2ah.y-[-2ac.s^=^^au, 

25) ^la.x + ^h^.y\^^lc.e = 2luj 

26) 2ca.x\-:Ecl.y-\-2c^.z = :^cu. 

Das Bildungsgesetz derselben ist leicht zu erkennen und auf 
den allgemeineren Fall, Gleichung 20, zu übertragen. Unter jedem 
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Summenzeichen (2) kommen die betreffenden Werthe aus allen 
n Beobachtungen vor. Letztere sind also sämmtlich berück- 
sichtigt. 

Dass die aus Nr. 24 — 26 folgenden Werthe von x, y und z 
die Summe 2v^ am kleinsten machen, folgt (ohne weitere 
Rechnung) aus dem dicht hinter Gleichung 6 angegebenen Grunde. 

Handelt es sich um die Ermittelung der Constanten et, ßj y 
der durch die Gleichung 22 gekennzeichneten Bahn, so wird man 
für die Punkte 

derselben die Coordinaten 

?i und 1^1, ^2 und IJ2, ^^ und iy„ 

messen. 

Dann sind in die Gleichungen 24 — 26 die Werthe 

x = a, y=^ß, z = y 
einzuführen (wobei JSa* in n übergeht). 

Anmerkungen zu A — D. 
I. Die Beziehungen Nr. 24—26 heissen (in der Ausgleichungsrechnung) 
die Normalgleichungen. 

II. Setzt man c = , so liefern sie die unter A abgeleiteten Werthe 
Nr. 5 und 6. 

III. Functionen von der Form 

27) ^ = « + ^f + yf* + cf^»+ 

lassen sich auf Nr. 20 so zurückfähren, wie 22 auf 21 zurück- 
geführt worden ist. 

§ 72. Wiederholte Znrüekwerfang. '^) 

A. 

Bezogen auf zwei unter einem 
rechten Winkel sich schneidende 
gerade Linien , X und Y der 
Fig. 27, sind die Punkte P^ und 
P2 durch die Strecken 

Oft =«2» ft^2=<^2 

gegeben, welche sämmtlich als po- 
sitiv vorausgesetzt werden mögen. 




Or ^ 



') Vergl. § 58. 
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■ 

Es ist JPj geradlinig verbunden mit einem auf OY liegenden Punkte 
JBj, dieser mit einem auf OX befindlichen Punkte JBg? letzterer 
mit Pg* 

Man soll ermitteln : 
I. wie gross die Abstände 

genommen werden müssen, damit die Weglänge 

am kleinsten sei; 
II. auf welche Art die das w^iin liefernden Punkte i?^ und jRg 
durch Construction gefunden werden können ; 

III. wieviel das kleinste w beträgt. 
Endlich soll 

IV. angegeben werden , in welcher Beziehung das unter I Ge- 
fundene zu dem aus der Physik bekannten Zurückwer- 
fungsgesetze steht. 

Lösung. I. Es ist 

1) M, = j/at + (6. - yy + V'^^M=J^ + K(a, - xf + h\. 
Berechnet man die Werthe der partiellen Differentialquotienten 

— und — 

7>x ^y 

und setzt jeden derselben gleich Null, so giebt das zwei Gleichungen, 
welche, unter Benutzung goniometrischer Deutung, 

2) a,=ß^ 
und 

3) a, = ß, 
liefern. 

Aus Nr. 2 und 3 folgt dann : 



^) 






^ h, + h ' 


5) 

also ist 








6) 






X «1+02 

y \ + K 


Dabei 
7) 


muss 


die 


Bedingung 

«2 \ > «^ &2 
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erfüllt sein, wenn die Strecken x und y positiv und von Null 
verschieden ausfallen sollen. 

Dass die Wertbe Nr. 4 und 5 wirklich das kleinste w 
geben, folgt aus der Natur der Aufgabe. Man kann sich also 
das Berechnen und Untersuchen der zweiten DiiFerentialquotienten *) 
ersparen. 

II. Aus Nr. 2 und 3 erhellt leicht, dass die das Wmia liefern- 
den Punkte JBj_ und üg durch folgende Construction gefunden 
werden können: Man verlängert P^Q^ bis zu einem Punkte I\\ 
welcher so liegt, dass 

ist ; ebenso Pg Q^ um die Strecke 

Hierauf zieht man die Gerade Pj Pg'. Wo Letztere die Ge- 
raden OY und OX schneidet, da liegen die gesuchten Punkte R^y 
bezüglich Pg« 

III. Es ist 

8) wn^in = V(ai+a,)« + (6,+6,)2. 

Das folgt am einfachsten aus der unter II angegebenen Con- 
struction. 

IV. Da die Gleichungen Nr. 2 und 3 das Zuruckwerfungs- 
gesetz (der Physik) aussprechen, so erkennt man, dass elastische 
Körper, Lichtstrahlen u. s. w. auf dem kürzesten Wege von 
der gegebenen Stelle P^ nach dem vorgeschriebenen Punkte P^ 
gelangen, wenn sie durch die Geraden (Ebenen) OY und OX in 
der aus der Naturlehre bekannten Weise reflectirt werden. 



B. 
Die unter A gelöste Aufgabe möge Verallgemeinerung 

finden, indem man voraus- 
setzt, dass der Winkel der 
beiden Geraden OX und OY 
ein stumpfer sei. (Fig. 28.) 
Zur Bestimmung der 
Lage der Punkte Pj und Pg 
'q"^ sollen wieder die (als positiv 
angenommenen) Strecken 




*) § 70, Gl. 6. 
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QiPi=(Xu OQ,=h,, OQ^=a,, Q^P^ = h. 

gegeben sein. 

Es handelt sieb dann zunächst darum, diejenigen Werthe der 
Abstände 

OB^^Xj OB^=y 

zu berechnen, für welche die Weglänge 

am kleinsten ausfallt. 
Dabei ist 

9) w = Va\^(b^—'yY -{-Vx^ -\-y^ — 2xycoBy 

Man berechne nun die partiellen Dififerentialquotienten 

— und — , 

^x Oy 

setze jeden derselben gleich Null, deute die erhaltenen Gleichungen 
g oniometrisch, führe überhaupt die Lösung der Aufgabe im 
Wesentlichen so durch, wie es unter A geschehen ist. 

§ 73. Yerallgdiaeiiierimg der im § 59 behandelten Aufgabe. 

In zwei verschiedenen Mitteln, M^ und M^, welche durch 
die Fläche 

1) F{x,y,£i) = Oj 
oder 

2) ii=f{p,y) 

begrenzt sind , mögen zwei Stellen , A^ und A^ , durch die (auf 
ein rechtwinkliges System bezogenen) Coordinaten a^, 6^, Cj, be- 
züglich a^, &2) ^7 gegeben sein. 

Von Äi nach A^ soll sich ein Punkt in der gebrochenen 
Geraden A^BA2j deren Brechstelle B auf der Grenzfläche liegt, 
so bewegen, dass er längs AiB die unveränderliche Geschwindig- 
keit v^, längs BA^ die ebenfalls unveränderliche Geschwindigkeit 
V2 hat. 

Es ist dann interessant, zu ermitteln, welche Bedingungen die 
Lage des Punktes B erfüllen muss, wenn die zum Durchlaufen 
des Weges A^ B A2 nöthige Zeit, ty am kleinsten 
sein soll. — 

Bezeichnet man die Coordinaten von B mit x, y, Z^ so gilt 
für t die Gleichung 

Fahrmann, Anwendangen d. Infinitesimalrechnnng. Th. I. 9 
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+ i |/(«8 - ^)* -{- ih - yy -^ (c, - e)'. 

Es kommt nun darauf an, zu berechnen, wie dieser Werth 
(in welchem 0, laut Nr. 1 oder 2, von x und y abhängt) zu 
einem Minimum wird. 

Man sehe hierüber die von C. Bartl im Jahre 1878 ver- 
öffentlichte Abhandlung , *) vergleiche aber auch : Neumann, 
theoretische Optik, 1885, S. 278—280. 



♦) Archiv der Mathematik und Physik; T. 62, S. 189—201. 
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REIHEN. 



§ 74. Näherungsformeln für naturwissenscliaftlielid 

und teclinische Zweeke. 

A. 

Wenn in einer durchzuführenden Beclinung Grössen vor- 
kommen , welche ^ verglichen mit anderen in derselben Rechnung 
a\iftretenden Grössen, sehr klein sind, so benutzt man in vielen 
Fällen Näherungsformeln an Stelle streng richtiger Gleich- 
ungen, indem man alle die Potenzen oder Produkte jener Grössen 
unbeachtet lässt, deren Einfluss viel geringer ist als derjenige der 
unvermeidlichen Beobachtungsfehler. 

Sehr oft betrifft das Ausdrücke von der Form : 

(i+rf)™, 

wobei d eine positive oder negative Grösse bezeichnet^ die, im 
Vergleiche zu 1 , sehr klein ist , m aber irgend eine ganze oder 
gebrochene, positive oder negative Zahl. 

Man gebe (mit Benutzung des aus der Differentialrechnung 
bekannten „binomischen Satzes'^) Näherungsformeln an für 

(l+d)"., (1+<J)S 1^, ^^., 

unter der Voraussetzung, dass alle diejenigen Potenzen von ö 
unbeachtet bleiben dürfen, welche höher sind als die erste. 

Auch wende man die Ergebnisse auf einen besonderen 
Fall an, etwa auf d = — 0,002. 

9* 



1) 
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Lösung. Der binomische Satz (dessen Giltigkeitsbedingung 
erfüllt ist) liefert: 

2) (1 + «J)" = 1 + m (J, 

3) (l + d)» = l + 2«J, 

4) 



5) 
6) 

7) 



1 + ^ 
1 

1 



— 26, 



Die Formel Nr. 2 stimmt überein mit der aus der Lehre von 
den Greazwerthen bekannten Gleichung 



8) 



Lim ^^ — ■ — h; = m, 



welche bekanntlich bei einem gegen Null convergirenden d strenge 
Giltigkeit hat. 

Gemäss Nr. 2 — 7 sind die Ergebnisse für den in der Auf- 
gabe bezeichneten besonderen Fall {d= — 0,002) selbstver- 
ständlich ; so giebt z. B. die letztgenannte Nummer : 

1 



9) 



V" 0,998 



1,001. 



B. 



Bei manchen Untersuchungen braucht man Näherungsformeln 
für die Functionen 

10) ^, a^, liX + S), 

in denen e die Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet, a eine 
positive Zahl sein soll und d wieder eine sehr kleine (positive oder 
negative) Grösse bezeichnen möge. 

Man leite jene Formeln aus den betreffenden unendlichen 
Reihen her und zwar unter der bei A gemachten Annahme, 
dass alle diejenigen Potenzen von d vernachlässigt werden dürfen, 
welche höher sind als die erste. 

Auch vergleiche man die Ergebnisse mit denjenigen, die unter 
Benutzung der aus der Lehre von den Grenzwerthen be- 
kannten Gleichungen 
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11) LimM -] j =e, w = qo, 

12) Lim ^ ~^ = la, d = 0, 





ai 



13) Lim ^^^iM-^ = »1086,(^ = 0, 

folgen. 

Lösung. Die für die Functionen e*, a* und l{l~\-x) 
geltenden Beihen (deren Giltigkeitsbedingungen erfüllt sind) geben^ 
der Beihe nach, die Näherungsformeln 

14) e^ = l+d, 

15) a^=l + <Jü«; 

16) l(l + d) = d. 

Es stimmen dieselben, wie man sofort erkennt, mit den 
Gleichungen 11, 12 und 13 überein. 

C. 
Auch für die goniometrischen Functionen 

17) sinrf, cosrf, tanc^ 

werden oft Näherungsformeln gebraucht, z. B. in der Theorie 
physikalischer und astronomischer Instrumente. 
Es mögen jene Formeln wieder aus den betreffenden unend- 
lichen Beihen hergeleitet werden und zwar 

a) unter der bei Ä und B für die Potenzen von d gemachten 

Voraussetzung, 
ß) unter der anderen, dass alle diejenigen Potenzen unbeachtet 

bleiben dürfen, welche die dritte überschreiten. 
Lösung. Bei der ersten Voraussetzung hat man die 
Näherungsformeln 

18) sin(J = ^, 

19) cos(f = l, 

20) tan(J = (J, 

welche (für sehr kleine d) durch die Anschauung bestätigt 
werden. 

Die zweite Voraussetzung giebt die genaueren Formeln 

21) sin(J = (f — |(J», 

22) cos(^=l — |(J2, 

23) tan(J = d4-|^3. 
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§ 75. Vermischte Aufgaben. 

A. 

Das Gewicht, ^, eines Körpers bestimmt man , um die 
Ungleicharmigkeit der betreffenden Wage zu eliminiren , in 
der Regel dadurch , dass man eine Doppelwägung ausführt, 
nämlich den Körper das eine Mal in die rechte und das andere Mal 
in die linke Schale legt.*) Ergeben sich hierbei die scheinbaren 
Gewichte p^ und p2 , so nimmt man 

Während, streng genommen, 

2) P= VPi P2 

ist. Es wird also hierbei Gebrauch gemacht von dem Satze, dass 

für das geometrische Mittel zweier wenig ver- 
schiedenen Grössen näher ungs weis e deren arith- 
metisches Mittel gesetzt werden darf. 

Man zeige die Bichtigkeit dieses Satzes mit Benutzung der 
Formel 6 des § 74. 

Lösung. Es gilt die Gleichung Nr. .1 , und zwar streng, 
wenn 

3) Pi=P-i'^ 
und 

4) p^z=p — d. 
Aus diesen Werthen aber folgt: 

5) v^;^, = V^^^rji = p jA- (j)\ 

Da nun bei Doppelwägungen das Verhältniss — sehr klein 

ist (in der praktischen Physik höchstens nnr^)? ^^ bat man (gemäss 
§ 74, Nr. 6) näherungsweise : 

6) vprF.=p{i-^{j)y 

Dabei beträgt das zweite Glied in der Klammer so wenig, 
dass^ statt Nr. 6, 

7) ypTK^p 



*) Kohlrausch, praktische Physik, 5. Auflage (vom Jahre 1884), 
S, 31, Nr. 10. 



r 
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gesetzt werden darf. Hiermit ist die Anwendbarkeit des obigen 
Satzes nachgewiesen. 

B. 

Für die Lösung einer später folgenden Aufgabe wird der 
natürliche Logarithmus von 3 gebraucht. Man berechne 
denselben mittelst einer Reihe und zwar auf drei Decimalstellen 
genau. 

Lösung. Bekanntlich gelten, wenn die Zahlen ^j a und b 
positiv sind, die Gleichungen 

«)"=^{^+*e-^)'+*e-^)'+ 1 

und 

9) Ha + D^la + ^y^^+i^jp^y 

Jede dieser Reihen giebt auf mühelose Weise : 

10) i3= 1,099. 

C. 
Einer chemischen Fabrik stehen zu Massenein- 
käufen eines Rohsto f f e s C Mark zur Verfügung. Es soll, 
unter Anwendung der geometrischen Reihe, berechnet werden 
I. für wieviele Mark, K, die Fabrik kaufen kann, wenn man 
ihr 10 Procent Rabatt gewährt, nämlich auf 10 Mark des 
bei Kleinkäufen üblichen Preises immer eine Mark nach- 
lässt ; 
II. für wieviele Mark, K^, wenn man nur 5 Procent bewilligt. 

Endlich soll 
III. ermittelt werden , wieviel Procent von C der Vor th eil der 
Fabrik im ersten Falle, gegenüber dem zweiten, beträgt 
und wieviel dann, wenn (7=68000 Mark ist. 
Lösung. Der für die Summe der geometrischen Reihe 
geltende Satz 

11) i^ß^ß2^ßi^ =r^' 

-1</S< + 1, 

giebt: 
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12) K= 1^ G 
und 

13) K^ = IxV G. 

Sonach beträgt (Jer Vortheil der chemischen Fabrik im ersten 
Falle 11^=11,11 Procent des Kleinkaufpreises , im zweiten nur 
5,26 Procent (auf 2 Decimalen abgerundet). 

Mithin ist im ersten Falle, gegenüber dem zweiten, ein Ge- 
winn von yY^y C j also von 5,85 Procent der verfügbaren Summe. 

Bei 68000 Mark giebt das 3977 Mark (auf ganze Mark 
abgerundet). 

§ 76. Zwei aus Beobachtungen hergeleitete Gesetze. 

A. 

Man fand aus einer hinreichend grossen Anzahl von Beob- 
achtungen (etwa in der durch §§21 angegebenen Weise), dass 
eine veränderliche Grösse, «/, von einer anderen, x^ abhängt nach 
der Gleichung 

1) y=l'\'0,hx — 0,125 x^ + 0,0625 x^. 
Dabei lagen die beobachteten x zwischen und 0,9. 

Es soll, durch Benutzung einer Reihe, ermittelt werden, ob 
jene Abhängigkeit, also die Beziehung Nr. 1, durch die Gleichung 

2) y = VT+^ 

genau, oder doch näherungsweise, ersetzt werden darf. Auch soll 
man angeben , welche geometrische Bedeutung die gefundene 
Beziehung bei Benutzung rechtwinkliger Coordinaten hat, falls jener 
Ersatz zulässig ist. 

Lösung. Nach dem binomischen Satze hat man : 

3) VT+^ = l + |:r — i^2 4.^i^^3_ ^ 

-14^4-fl. 
Die ersten vier Glieder dieser unendlichen Reihe stimmen mit 
der rechten Seite der Gleichung Nr. 1 vollkommen überein. Es 
ist also , wenigstens näherungsweise , die Beziehung Nr. 1 durch 
Nr. 2 ersetzbar ; denn der Unterschied 



4) u=^Vl'\-x — y 

(letztgenanntes im Sinne der Gleichung 1 gemeint) hat hierbei den 
nicht sehr erheblichen Werth 



5) u = Vl-\-x — (1 + 0,5 ^ — 0,125 X^ + 0,0625 X^) , 
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oder 



6) ^= — O Ä a --Q- + 



1.3.B x^ . 1.3.5.7 x^ 



2.4.6' 8 ' 2.4.6.8*10 

Für x=^0 ist dieser Unterschied Null; fiir aj = 0,9 (das 
grösste, bei den Beobachtungen überhaupt vorgekommene x) hat 
er seinen bedeutendsten Werth, nämlich, auf 4 Decimalstellen ab- 
gerundet, den Betrag 

7) Wx = 0,9 = — 0,0159. 

Derselbe umfasst (bezüglich der absoluten Werthe) nur 
1,01 Procent des durch die Gleichung Nr. 1 gegebenen Werth es 
Ton y, ist also klein. 

Werden die Grössen x und y als rechtwinklige Co- 
ordinaten aufgefasst , so ist die aus den Beobachtungen abge- 
leitete Beziehung durch eine gemeine Parabel mindestens 
näherungs weise dargestellt. Die Achse dieser Linie fällt mit der 
der Abscissen zusammen ; der Scheitel liegt in der Entfernung 
— 1 vom Coordinatenanfange ; der Parameter hat den Werth 1. 

Es empfiehlt sich, die Curve in grossem Maassstabe aufzu- 
zeichnen und dann die aus der Gleichung Nr. 1 berechneten Be- 
träge der y einzutragen, was eine graphische Darstellung der Unter- 
schiede liefert. 

Dass die Beobachtungen nur von x = bis rz; = 0,9 
reichen, ist für das Vorstehende stets zu beachten. (Man ver- 
gleiche § 21.) 

B. 
Aus anderen Beobachtungen möge (wieder in der durch § 21 
angegebenen Weise) die Gleichung 

8) y—l-\-x-^0,hX^-]- 0,16667 X^ + 0,04167 X^ 

als Beziehung zwischen irgend zwei veränderlichen Grössen her- 
geleitet worden sein. 

Die Werthe der x mögen hierbei zwischen — 3 und -j- 3 
gelegen haben. 

Es soll, unter Benutzung einer Reihe, ermittelt werden, ob 
innerhalb dieser Beobachtungsgrenzen die aufgefundene Abhängig- 
keit, also die Beziehung Nr. 8, durch die einfachere 

9) y = e^ 
ersetzt werden darf. 
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Lösung. Für die natürliche Exponentialgrösse hat man 
bekanntlich die unendliche Reihe : 

X . x^ . x^ . x^ 



10) ^=i+T+r:2+r:2:3+r:273T4+ 



bei jedem endlichen x. 

Umwandlung der Coefficienten derselben in Decimalbrüche, 
ergiebt, bis mit zum fünften Gliede, genau die rechte Seite der 
Gleichung Nr. 8. * 

Man kann daher in Versuchung kommen , folgende Schlüsse 
zu ziehen : Es besteht , mindestens näherungsweise und zwisclien 
den Beobachtungsgrenzen (x = — 3 und x = -\-S) die einfache 
Beziehung Nr. 9, oder, was dasselbe ist, 

11) x = ly. 

Wenn also die Werthe der Veränderlichen x in arithme- 
tischer Reihe wachsen , so nehmen die der zugehörigen y in 
geometrischer Reihe zu ; oder : die x sind stets die natür- 
lichen Logarithmen der zugehörigen y, Fasst man die 
Variabelen als rechtwinklige Coordinaten auf, so ^rird 
die bestehende Beziehung durch eine „logarithmische Linie" 
dargestellt. Die Form der Letzteren ist aus der analytischen Geo- 
metrie bekannt und zeichnet sich bekanntlich dadurch aus, dass 
die negative Seite der a?- Achse die Rolle einer Asymptote spielt. 
Von jener Curve kommt das zwischen x^^ — 3 und x^=-\-3 
liegende Stück in Betracht. 

Diese Schlüsse sind aber, in der soeben ausgesprochenen Form, 
unerlaubt. Es hat das Gesagte nur zwischen engen 
Grenzen Giltigkeit. Da nämlich die Function e^ durch die 
unendliche Reihe Nr. 10 , das aus den Beobachtungen abge- 
leitete y aber durch die endliche Nr. 8 dargestellt ist , so hat 
der Unterschied 

12) u = ^ — y 
den Werth 

X x^ x^ 

13) « = 5! + 6! + 7l+ 

Letzterer ist für x = genau Null ; für solche X, welche von 
Null wenig verschieden sind, klein, wird aber für grössere x 
alsbald so gross, dass er nicht mehr vernachlässigt werden darf. 
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Näheres lehrt folgende (mit Abrundung auf 4 Decimalstellen ge- 
gebene) Zusammenstellung : 

für a; = — 3 ist y= 1,3752, hingegen e^= 0,0498; 

n *^ ^^^^^^ ■*• w 
„ X= ^ U „ 

„ X = -|- 1 „ 

„ a; = -|-3 „ ^=16,3754, „ 6^ = 20,0855. 

Hiernach hat man fär die Unterschiede: 

Mx = _ 3 = — 1,3254 , also — 96,4 Procent des y ; 
Wx = -2 = — 0,1980, „ 
^«x = -i = — 0,0071, 



y— 


0,3334 , „ e^ 


0,1353 ; 


y— 


0,3750 , „ e* — 


0,3679 ; 


y— 


1 , und e* 


1; 


y— 


2,7083, hingegen e^ — 


2,7183 ; 


y— 


7,0001 , „ e^ 


7,3891 ; 



Mx = + 1 = 4- 0,0099, 
Wx = + 2 = + 0,3890, 
«*x = H-3 = + 3»7102, 



n 



— 59,4 


n 


W 


2^; 


- 1,9 


»5 


»? 


y^ 


T 


W 


Yi 


y> 


— 0,4 


Vi 


>? 


y> 


— 5,6 


Vi 


W 


y-' 


+ 22,7 


>? 


»? 


y- 



Folglich dürfen nur für einen kleinen Theil des von den 
Beobachtungen umfassten Gebietes (etwa von ic = — l bis, reich- 
lich, x = -\'V) die Gleichungen Nr. 9 oder 11 zur Anwendung 
gelangen. 

Es empfiehlt sich , Das auch geometrisch darzustellen, 
indem man die beiden durch 8 und 9 bestimmten Linien unter 
Benutzung rechtwinkliger Coordinaten aufzeichnet, was mit Be- 
nutzung der vorstehenden Werthe von y und e^ keine Mühe macht. 
Diese Zeichnung (aber auch das Berechnen und Analysiren der 
Diflferentialquotienten y und y") lehrt Folgendes : die erste jener 
Linien hat, im Gegensatze zur zweiten, für negative x die Eigen- 
schaft, theils zu fallen und theils zu steigen. Zwischen rz? = — 1 
und x = — 2 besitzt sie einen Sohlpunkt (unteren Culminations- 
punkt). Von x = — 1 bis, reichlich, x = -\-\ sind die Längen 
der Ordinaten beider Linien nicht sehr verschieden, wohl aber sind 
sie es ausserhalb dieser Strecke. ^ 

C. 

Im Anschlüsse an das soeben Behandelte möge, als Aufgabe, 
die Frage gestellt werden, ob die aus den Beobachtungen abgeleitete 
Beziehung Nr. 8 durch 
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14) y = €^ 

näherungsweise und derartig ersetzt werden kann^ dass, ausser für 
iC = 0, auch fürÄ; = 3 vollkommene Übereinstimmung zwischen 
den aus den Gleichungen 8 und 14 folgenden Werthen von y 
herrscht. 

Lösung. Für positive a und endliche x ist bekanntlich 

va) a -1+ ^ + ^2 +1.2.3+ 

Für x = giebt das 1, wie Nr. 8. 

Sollen auch für x = S die aus den Gleichungen 8 und 14 
folgenden y genau übereinstimmen, so muss, wie man leicht 
erkennt, 

a = K 16,3754 = 2,54 
(auf 2 Decimalstellen abgerundet) genommen, also 

16) y = 2,54- 

gesetzt werden. 

Berechnet man hiernach die y für 

x = -S, -2, -1, 0, +1, +2, +3 

und vergleicht sie mit den aus Nr. 8 folgenden (welche unter B, 
dicht hinter Gl. 13, angegeben wurden), so ergiebt sich, dass die 
Function 16, der aus den Beobachtungen hergeleiteten Beziehung 8 
sich besser anschliesst, als Nr. 9 es thut. 

Geometrische Darstellung ist auch hierbei zu empfehlen. 

(Vergl. B, Schluss.) 

D. 

Wenn man aus Beobachtungen oder Versuchen (in der durch 
§ 21 angegebenen Weise) eine Gleichung von der Form 

17) y = Cq ^ c^x -\- C2X^ + C^X^ + +CnX^ 

derartig abgeleitet hat, dass die Coefficienten Cq, c^, c^, Ca 

bezüglich ihrer Vorzeichen und absoluten Werthe bekannt sind (Bei- 
spiele : Gleichung 1 und 8 dieses Paragraphen), so ist es in manchen 
Fällen rathsam zu untersuchen, ob die Glieder der rechten Seite 
jener Gleichung 17 mit solchen einer unendlichen Reihe 
übereinstimmen und ob, demzufolge, die gefundene Beziehung (17) 
vielleicht durch eine weit einfachere ersetzt werden darf. 

Um auf die betreffende Reihe zu kommen, muss man zunächst 
beachten, ob die Glieder von Nr. 17 gleiche, oder regel- 
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massig wechselnde Vorzeichen haben ; ferner, ob alle Po- 
tenzen von X vorkommen , oder ob etwa nur die geraden oder 
ungeraden auftreten. 

Kennt man nun Reihen^ welche in den soeben genannten Be- 
ziehungen mit der Gleichung 17 übereinstimmen (z. B. Nr. 10 und 
15 mit 8) so kann das Weitere in der unter A, B und C be- 
handelten Weise erledigt werden. Dabei sind vorzüglich die 
G-renzen, zwischen welchen die Beobachtungen oder Ver- 
suche stattfanden, ferner die Giltigkeitsbedingungen der 
betreffenden unendlichen Reihen, wie auch der letzteren schnelles 
oder langsames Convergiren, gehörig zu beachten. 

§ 77. Ermittelnng einer Fallhöhe. 

Für die durch § 50, A, bezeichnete Höhe, h, aus welcher 
ein Körper herabfallen muss, um (unter den dort genannten Um- 
ständen) mit der Geschwindigkeit u aufzutreffen, gilt die Gleichung 

1 1 



2gJc^ 1-k^u^ 

Man soll den in Nr. 1 vorkommenden Logarithmus durch 
eine Reihe ersetzen, welche nach Potenzen von ku fortschreitet, 
dann aber das Ergebniss benutzen, um abzuleiten, wie gross die 
Fallhöhe h ist, wenn der Luftwiderstand zu Null wird. 

Lösung. Durch Anwendung der Reihe 

2) 1{1 — x) = — {x — ^x^ — ^x^ — , 

welche bekanntlich unter der Bedingung 

3) — l^ir< + l 
Giltigkeit hat, ergiebt sich: 

4) ^ = |!|l+i(Ä,„)«+ i(Ä„)*+ |. 

Verschwindet der Widerstand, so ist 

5) h = 



M« 



2/ 



§ 78. Fallgeschwindigkeit im widerstehenden und nicht wider- 
stehenden Mittel. 

Wenn ein Körper in der unter A und B im § 50 angegebenen 
Weise fallt, so ist seine Geschwindigkeit 
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1) ^ — y-^gkt^g-gkt? 

wobei e, ^, Ä und t die dort genannte Bedeutung haben. 

Es soll 

I. die rechte Seite der Gleichung 1 durch ein Vielfaches einer 

unendlichen Reihe ersetzt werden, welche nach Potenzen von 

2g kt fortschreitet, dann aber 

II. das Ergebniss Benutzung finden zur Herleitung des bei nicht 

vorhandenem Mittel widerstände vorliegenden Geschwindig- 

keitswerthes. 

Lösung. Formt man Nr. 1 um in 
1 e2gkt__i 1 

und benutzt dann die für e^ geltende Reihe, so ergiebt sich : 

Bei verschwindendem Mittelwiderstande liefert das : 
4) v = gt. 



Alphabetisches Sachenverzeichniss. 



Die Zahlen bedeuten 
(nicht die 

A. 

Ableitung von Gesetzen (aus Be- 
obachtungen) 21; 38, 1; 42, I. 
Ablenkung einer Magnetnadel 9; 

20, A. 
Affinitatsbestimmungen 1 1 . 
Anfangsgeschwindigkeit (einer Be- 
wegung) 71, A. II. 
Angebotscurve 37. 
Anschauwinkel 66. 
Anziehung einer Geraden 20, d, c; 48. 
„ eines Kegels 49. 

, einer Kreislinie 29, c. 

„ eines Punktes 52. 

Anziehungsgesetze verschiedener Art 

17; 29. 
Arbeit des Wasserstosses 63. 
Arithmetisches Mittel 56, A; 75 a. 
Asymptoten. Siehe: Lauf einfach 

gekrümmter Linien. 
Atomgewichtsbestimmungen 10. 
Auflösungen, chemische 23. 
Ausdehnung 4. 
Ausdehnungscoefficienten4; 18; 71, 

B, a. 

Ausgleichung von Beobachtungs- 
fehlem 56; 71. 

Ausmessungen. Siehe: Messungs- 
fehler. 

B. 

Belastung 31. 

Beleuchtung von Ebenen 20, d, b; 28. 



die Paragraphen 

Seiten). 

Beleuchtung krunmier Flächen 46. 
„ von Wohnräumen 28 e. 

Beobachtungen. Geometrische Dar- 
stellung derselben 21—26; 38; 
42. Vergleiche: Beobachtungs- 
fehler; Gesetz. 

Beobachtungsfehler 1; 33. Ver- 
gleiche : Ausgleichung ; Fehler- 
ermittelung. 

Beschleunigung im Allgemeinen 12. 

Beschleunigungen von Bewegungen 
13; 71, A, n. 

Beschleunigungen chemischer Vor- 
gänge 12; 14. 

Bewegung einer starren Geraden 39. 

Bewegungen in geraden Linien 13 ; 
20, B. 

Bewegungen in krummen Linien 15 ; 
16; 17; 39, n. 

Biegung von Stäben und Balken 31. 

Bienenzellen 68. 

Boyle'sches Gesetz 25. 

Brechungsgesetz 59; 73. 

c. 

Calciumcarb onatzersetzung 14, i ; 

23, A. 
Centralbewegungen 17. 

Centripetalbeschleunigung 15. 

Chlorcalciumbildung 23, A; 14, i, 

Chloressigsäurezersetzung 23, c. 

Chlomatrium (Löslichkeit) 24. 

Chlorwasserstoffbildung 23, c. 
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Concavität und Convexität. Siehe : 

Lauf einfach gekrümmter Linien. 
Constanten einer geradlinigen Bahn 

71, B, ß. 
Constanten einer parabolischen Bahn 

71, D. 
Constanten einer Bewegung 71, A,n. 
Culniinationspunkte. Siehe : Lauf 

einfach gekrümmter Linien. 
Curven. Siehe: Linien. 

D. 

Dampfdruckformeln 26. 
Darstellung von Beobachtungen. 

Siehe: Beobachtungen. 
Dichtigkeitsbestimmungen 5. 
Doppelkrümmung 38 — 41. 
Doppelwägungen 75, a. 

E. 

Einwirkungscoefficient, chemischer 

14; 23. 
Elasticitätslehre 31 ; 65. 
Elemente, chemische. Fehler ihrer 

Atomgewichte 10. 
Elemente. Vergleiche: Constanten. 
Ellipsen 32, ii; 39, n. 
EUipsoide 45. 

F. 

Fallbewegung 50; 77; 78. 

Fehler der Atomgewichte 10 

Fehlerermittelung (bei Beobach- 
tungen oder Messungen) 1 — 3; 
5-11; 56; 71. 

Fehlerquadrate. Siehe: Ausgleichung. 

Fehlerwahrscheinlichkeitsfunction 
33. 

Festigkeitslehre 31; 65. 

Filterformen 67. 

Flächen 42—46. 

Flächenmessungen 3. 

Formel und Naturgesetz 21. 

Fortbewegung von Lasten 60. 

Führungen 32; 39. 



G. 

Galvanometer 20, a. 

Gas Volumenveränderung 20, d, d. 

Gay-Lussac'sches Gesetz 43. 

Gebäudeformen 54. 

Gefasseformen 55. 

Genauigkeit von Beobachtungen und 
Messungen 1 — 3; 5 — 11. 

Geometrisches Mittel 75, a. 

Geschwindigkeit im Allgemeinen 12. 

Geschwindigkeiten geradliniger Be- 
wegungen 13; 20, B. 

Geschwindigkeiten chemischer Vor- 
gänge 12; 14. 

Gesetz einer Erscheinung (eines 
Vorganges) 21; 76. 

Gewicht, specifisches, eines Ge- 
menges 7. 

Gewichtsbestimmungen 6. 

Gipfelpunkte. Siehe : Lauf einfach 
gekrümmter Linien. 

Gleichgewicht auf Flächen 45. 

Gleichgewicht auf Linien 32; 40. 

Gleichgewichtsbahnen 32. 

Glycolsäurebildung 23, c. 

Grenzisophote 46. 

Grenzwerthe 74, a; b. 

H. 

Häufigkeit der Beobachtungsfehler 

33. 
Häuserformen 54. 
Hexaeder. Siehe: Würfel. 
Hyperbeln 23, B; 43, i, ii. 
Hypothese. Siehe: Gesetz. 



I. 



Inflexionspunkte. 

punkte. 
Isophengen 46. 
Isophoten 46. 
Isothermen 27. 

K. 

Kastenformen 55. 
Körpermessungen 2. 



Siehe: Wende- 
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Konchylien 36. 
Kraft im Allgemeinen 12. 
Krafteinheit 12. 

Krümmungshalbmesser 22; 29, A; 
31; 38. 

L. 

Lastenbewegung 60. 

Laternen 28, c. 

Lauf einfach gekrümmter Linien 
22—30; 33-37. 

Licht. Siehe : Beleuchtung; Brechung. 

Linien gleicher Anziehung 41. 

Linien überhaupt. Einfach ge- 
krümmte 21—37. Doppelt ge- 
krümmte 38-41. 

Löslichkeitsgesetz(vonNordenskjöld) 
20, D, a; 24, 

LösungsYorgänge, chemische 23. 

Logarithmen 75, b. 

M. 

Magnetnadelablenkung 9; 20, a. 

„ geschwindigkeit 20, a. 

Mariotte'sches Gesetz 25; 43. 
Maxima und Minima 54 — 73. 
Maximalarbeit des Wasserstosses 63. 
Maximalgeschwindigkeit 64. 
Maximalordinaten 22 u. 23; 28; 29; 

69. 
Maximalsehwinkel 66. 

, Volumina 70. 
Messungsfehler 1. 

Minimalentfemung geradlinig lau- 
fender Punkte 62. 
Minimalerwärmung 57. 

j, flächeninhalte 70, b. 

„ ordinaten 22 u. 23; 28; 29; 
35; 69. 
Minimalverdrehungswinkel 65. 

, Zeiten 59; 61; 73. 
Mittel, arithmetisches 56, A; 75, a. 

„ geometrisches 75, a. 

N. 

Näherungsformeln 74. 
Naturgesetze. Siehe: Gesetz. 



Naumann'sche Konchospiralen 36. 
Newton'sches Gesetz 29, b, c. 
Nordenskj öld'sches Löslichkeitsge- 

setz 20, D, a. 
Normalbeschleunigung 15. 
Normalebenen. Siehe : Linien, dopp. 

gekrümmte. 
Normalen. Siehe : Linien u. Flächen 
Normalgleichungen 71, d. 

0. 

Oberflächen rotirender Flüssigkeiten 

32, m. 
Oberflächen überhaupt. S.: Flächen. 
Oberlicht 28, e. 
Organismenwachsthum 53. 

p. 

Parabeln, gemeine 22, D; 32, ni; 

76, A. 
Paraboloide 32, iii; 42; 43, n. 
Parallelbeleuchtung 46. 
Parallelepiped 2; 70, i. 
Potential 19. 
Psychophysik 34. 

Quadratesummen, kleinste 56; 71. 
Quecksilber 8. 

B. 

Rabatt 75, c. 

Reactionsgeschwindigkeiten 12, 14. 
Rechteckformen 54. 
Reflexion. Siehe: Zurückwerfung. 
Refraction. Siehe : Brechungsgesetz. 
Reihen 74—78. 

S. 

Schwingungen verschiedenerWellen- 
länge 30. 

Sehwinkel 66. 

Sohlpunkte. Siehe : Lauf einfach ge- 
krümmter Linien. 

Spiralen der Konchylien 36. 

Stabbelastung 31. 

Sterbenswahrscheinlichkeit 35. 

10 
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Sterblichkeitsgesetz 35. 
Stosspunkt 64. 
Strassenlatemen 28, c. 
Subnormalen 29, A; 3L 
Subtangenten 29, A; 31. 
Symbole, vieldeutige 47—53., 

T. 

Tangenten. Siehe: Linien. 
Tangentenbussole 9. 
Tangentialbeschleunigung 15. 
Tangentialebenen. Siehe; Flächen. 
Thermodynamik 20, e. 
Torsionshalbmesser 38. 

V. 

Van der Waals'sches Gesetz 27. 
Veränderungenberechnung 20, d. 
Verdrehungswinkel 65. 
Vieldeutigkeit 47—53. 

w. 

Waals'sches Gesetz 27. 
Wachsen der Organismen 53. 



Wachszellen 68. 
Wägungsfehler 5. 
Wärme, specifische 8. 
Wärmetheorie 20, e. 
Wahrscheinlichkeitscurve 33. 
Wasserdampf 26. 
Wasserstoss 63. 
Wellenbewegung einer Punktreihe 

20, c. 
Wendepunkte. Siehe; Lauf einfach 

gekrümmter Linien. 

Wittstein'sches Sterblichkeitsgesetz 
35. 

Würfel 70, i. 
Wurfbewegung 51. 

Z. 

Zinseszins bei unendlich kleinen 

Terminen 53. 
Zugwinkel bei Lastenbewegung 60. 
Zurückwerfungsgesetz 58; 72. 
Zusammenziehung 4. 
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